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Chapitre II. : Statistique inférentielle

Cours 3 L’estimation

Objectifs :
o Donner les applications de 1’écart type et I’erreur standard de moyenne;
o Interpréter I’'usage et calculer de I’intervalle de confiance pour une moyenne,;
o Interpréter ’'usage et calculer de I’intervalle de confiance pour une propottion
Introduction

Défaut des contraintes €économiques, humaines et du temips, onwnevpeut pas étudier une
population meére toute entiére. Pour contourner ce qprobl¢me, on extrait un échantillon
représentatif (Art d’échantillonnage) et on utilise ses statistiques (descripteurs) pour bien
décrire les parameétres de la population mere (moyentie, proportion). Une question que 1’on
peut se poser est : peut-on généraliser les, résultatssobservés sur 1’’echantillon "étudié a la
population parente dont il est issu, et que forcément nous n’avons pas observée ? En d’autres
termes, on cherche a inférer au niveauide la population parente des résultats observés, e.g.
I’effet d’un facteur (ou une caractéristique particuliére de la distribution des observations), sur

un “échantillon représentatif de cette population.
Formalisation

On cherche%en fait ‘a @ ¢crire les parametres de la population parente * a 1’aide d’un sous-
ensemble.de cette population, 1I’’echantillon. Ces parameétres de population sont estimés a

partir des‘indieateurs descriptifs, qui constituent ce que 1’on appelle des statistiques.
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Les statistiques inférentielles ou inductives peuvent se résumer par le schéma sutvant :

POPULATION — ECHANTILLOMN —_— CARACTERISTIGQUE
T, taille DE L'ECHANTILLON
£
Echantillonnage Déduction
aléatoire Statistique descriptive

Inférence statistique

La généralisation des résultats sur la population est accompagnée de douteiqu’on peut le
quantifier par une grandeur probabiliste. Plus I’échantillon refléte I*image de la population

(représentativité) plus les conclusions seront correctes.

On ne raisonnera alors plus en termes d’effectifs ou de fréquencésiobservées, mais en termes
probabilistes. Autrement dit, on cherchera "a évaluer la probabilité que la statistique calculée
se situe dans un certain intervalle de valeurs de la variable mesurée, ou de maniére équivalente
au-dela d’une certaine valeur de référence. [Mestimateur est donc une nouvelle variable
aléatoire construite a partir des données €xpérimentales et dont la valeur se rapproche du

parametre que 1’on cherche a connaitre.
Ex.

**On suppose on voudrait copnaitre la moyenne du rendement laitier chez FFPN dans la région

de Biskra. (Estimationd™tme moyenne).

** si on gherehie de savoir la proportion de la contamination par PPR des ovins (Estimation

d’ung propertion):.
Estimateur= vraie valeur du paramétre étudie £ erreur standard d’échantillonnage

On quantifie ’erreur d’échantillonnage par un descripteur statistique ES « erreur standard

des estimateurs, ESM ou ESP).

o Plus la taille de 1’échantillon est faible plus ES est grand ( moins de précision

mauvais estimateur)
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o Plus les observations sont plus diversifiées plus ES est grand

Caractéristiques de la distribution des moyennes d’échantillonnage

o Distribution gaussienne ~N( W, o) si la variable de la population meére est

normalement distribué et ou taille de 1’échantillon est assez large (> 30) ; (Normalité)

o Moyenne de la distribution (la moyenne des moyennes des échantillgns), €gale

la moyenne de la population mere (estimateur non biais¢)

o Ecart type de la distribution des moyennes est mesure de dispersion'd€s moyennes

d’échantillonnage (Erreur Standard) des échantillons = ¢ L=
Wt

Pour un seul échantillon, il faudra utiliser 1’estimateur de lawvariance s au lieu de 6

ES=5
/x

‘n—1

Analyse des données d’une série de donnéeunyaxiée

Cours : Cas un seul groupe - L’intervalle de confiance de la moyenne
Objectif :

Introduction

On peut exploiter les propriétés de la distribution d’échantillonnage de la moyenne pour
indiquer comment soit bonne notre estimation. En fait, IC est I’amplitude de valeur qui doit

inclure (deda population avec 95% de certitude.
Si IC est large : m est un mauvais estimateur de p

IC est étroit : m est un bon estimateur de p.
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Théoriquement, si on répete 1’expérience n fois (souvent ce n’est pas le cas) avec la méme
taille de I’échantillon et on calcule pour chaque échantillon IC. 95% de ces IC peuvent inclure

u la vraie valeur de la moyenne de la population. L’amplitude de IC dépend :

o Seuil de certitude fixé préalablement (souvent 95% en sciences biologiques 1- a )

o Talle de I’échantillon n (+ n grand + de précision + I’étroitesse de IC)

J La variabilité du phénomene étudié¢ (+ de variabilité 6 de précision de Jestimateur
+ la largeur de IC)

Calcul de IC pour une moyenne p

Si o est connu et n assez large

IC95% =m + 1,96 ESM

_ c [_ c _ o
EELH-—== [.r —1.96-—=.,x+ 1.96—)
Jn Jn Jn
NB : 2,58 pour 99% au lieu de 1,96 pour 95%
Si o est inconnu et n assez large

On remplace & par son estimateur s

Et on utilise la distribution\de Studient « t (0.05, n-1) » au lieu de la distribution normale
IC 95% soit:

s

2 e h) ok 5
Xtlhops—= [I —lyos —=. X T lhps _J
N Jn N

IC pour une proportion &
On suppose que nous sommes intéress€s a une proportion 7 des individus qui possedent
un attribut dans une population. Ex. on veut savoir la proportion des ovins atteints par la

PRR a Biskra. On sélectionne d’ une maniére aléatoire un échantillon représentatif

d’ une taille n de la population ovine dans la région d’ étude. On observe la proportion
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de la contamination par cette maladie PRR dans 1’ échantillon soit p=r/ n est
I’ estimateur de m

Caractéristique de la distribution d’échantillonnage d’une proportion

Sont les mémes pour la distribution de moyenne :

e Réellement la distribution est binomiale B( A)mais pour n assez large est

approximativement normale N (u, )

e La proportion moyenne de la distribution est 7w (p un estimateur non biaisé)

e [’ écart type de la distribution des proportion est g’m /mest SEP, SEP est
une mesure de précision de p comme une estimateur,de m. A partir d’un

échantillon, on peut I’estimer par :

JPB1—F)

SEP= = SEP% = /P% (100— P%)/n

Détermination de IC pour une proportion

IC 95% de m de la population soit :
P+ 1,96 SEP= P+ 1,96 = %‘P’}

Application
Sur un échantillon aléatoire de 5, buebis, le diagnostic sanguin a donnée 36 brebis

séropositives de la PRR dans 14 région«de Biskra.
P=136/115=0.31, SEP= ¥824250 —0,043, 1C 95%= 0,311 .96. 0043,
On est 95% certain queda“proportion de la contamination avec la PRR dans la population

ovine a Biskra seitentre 23% et 40%.
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Chapitre I1I. Test d’hypothése

o Objectifs : Connaitre I’approche générale d’un test d’hypothésé

Introduction

Dans la statistique inférentielle, si 1’estimation permet la description ; Ieytest d’hypothése est
processus probabiliste de décision sur toute la population,“a ‘partir d’un (plusieurs)

¢chantillon(s).
Jargon statistique

HO/HI1 : HO: pas de différence: il n’y ‘a, pasd’impact «d’effet » du traitement dans la

population .

Ex. on s’intéresse au phénomene biolegique : les beeufs sont en danger au paturage du début de

printemps au hypo magnésie.

Un niveau sanguin bas'de mg\dans 1’¢levage a I’herbe contre celui a 1’étable suggere un risque

de la maladie.

HO : la moyenne de Mg plasmatique dans les 2 groupes est identique.

HI¥% les'deux moyennes sont différentes.

il est possible d’émettre 1'un des deux jugements :

** HO est vraie, donc H1 est fausse

** HI est vraie, donc HO est fausse. On peut symboliser dans le tableau :
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Etat réalisé
Jugement HO réalisé HI réalisé
HO Jugement correct Jugement faux
H1 Jugement faux Jugement correct

Parmi les deux hypothéses HO et HI, il en existe en général une dont le rejet a tort a des
conséquences plus facheuses que pour ’autre. Il est donc normal de ne pas traiter HO. et H1de

fagon symétrique. Ainsi, on peut commettre deux types d’erreur :

** erreur de 1¢ere espece qui est la probabilité de rejeter HO alors que HO est vraie ;

** erreur de 2e espece qui est la probabilité d’accepter HO alors que H1 est yraie.

Pour relier maintenant le jugement porté a 1I’observation detla variable X, on opére ainsi :

— on dit que HO est vraie si la valeur observée de X, soityx,'se' trouve dans un certain domaine

o, appelé région d’acceptation de I’hypothése HOx;

— on dit que H1 est vraie si la valeliy, observée,appartient & o, appelé région critique ou

région de rejet.
Pour choisir le domaine o, on umpose en général deux conditions :

— que la probabilitésde commiettre 1’erreur de premicre espéce soit €égale a un seuil déterminé o

choisi a priori aus$si faible'qu’on le veut (souvent 5% en biologie) ;

— que la'probabilité p de commettre I’erreur de deuxiéme espéce soit minimale. Il importe de
noteg, enyeffet que la premiere condition ne suffit pas, sauf cas trés particulier, a définir © de

fagonamnique.

Il est possible maintenant de compléter le tableau précédent en indiquant les régles de jugement

et les probabilités pour qu’il soit correct ou faux :

état réalisé

décision HO est réalisée H1 est réalisée
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HO(X € o) jugement correct (1 — o) jugement faux (B)

HI(X /€ w) jugement faux (o) jugement correct (1 — )

Un tel mode de raisonnement est appelé test d’hypothéses. Le complément a 1’unité de f, soit
(1 — P) est appelé puissance du test : un test est d’autant plus puissant, pour un risque de
premiere espece fixé, que le risque de deuxiéme espece est plus petit. L hypothése HO sur
laquelle sera mené le test est appelée I’hypothése nulle. Autrement dit, Si, par exemple,‘on
compare HO a Hi , la méthode exposée plus haut permet de trouver une régionf@htelle que le

risque de premiere espece soit €gal a a et que le risque de deuxieme espece B1 seitminimum.

Souvent H1 désigne qu’il y a une différence mais elle veut déterminer.dans quelle direction
soit-elle (u1><p or m1<>x). Donc il s’agit de comparer deux hypetheses deda forme : HO : 6 =
0o et H1 : 6 > 6, on est conduit a ce qu’on appelle un test ‘unilatéral, a*droite, ou le risque de

premiére espece est bloqué a droite

I.' ] L l|I [ = _|' Iy

région d'acceptation région critique
FIGURE 1 — Principe d'un test unilatéral a droite

Le test d’hypothéses de la forme HO : 6 = 60 et HI : 6 < 00, conduit a un test unilatéral a
gauche. Enfin, dans le cas d’hypothéeses de la forme HO : 6 = 60 et H1 : 6 6= 60, il apparait
logique de répartir le risque o aux deux extrémités de la distribution. Le test est alors dit

symétrique ou bilatéral
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af2 /2

el Tl
région critique région d'acceptation région critique

1 L
. ¥

F1GURE 2 — Principe d'un test symétrique ou hilatéral

Démarche générale d’un test
En résumé, la démarche générale d’un test consiste asuivee les €tapes suivantes :
1. Choisir et formuler les hypothéses HO et'H 1%

2. Déterminer la variable de décision, cellevavee laquelle le test sera effectivement mené et qui

sera évaluée sur un échantillon.

3. Choisir le risque a eticalculersla région d’acceptation ou, préférentiellement, la région

critique qui en dépend.
4. Calculer ¢ventuellement la puissance du test 1 — 3

5. Caleuler la yaleur expérimentale de la variable de décision a partir d’un échantillon (test

approporic)
6. La comparer a la région critique pour conclure en rejetant ou non I’hypothése HO.

7. Le cas échéant, calculez l'intervalle de confiance pour l'effet d'intérét exprimé en fonction de

la spécification du paramétre pour HO vraie.
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On gardera a I’esprit, compte tenu de la dissymétrie des deux hypotheses testées, que la
conclusion du test est plus forte quand on rejette 1’hypothése HO, le non-rejet ne valant pas
vérité. Ainsi, le plus souvent, on choisira les hypotheses de telles sorte que H1 soit I’hypothese

pour laquelle on aimerait conclure.
Test statistique et P-value

A partir de données, on calcule la valeur du test statistique (une expression algébrique
particuliére a I’hypothése que nous testons). A chaque valeur du test est attaché tne probabilité

« p-value » qui décrit la chance d’obtenir I’effet observé sous HO vraie.

La valeur P nous permet de déterminer si nous disposons de suffisamment de preuves pour

rejeter I'hypothese nulle en faveur de I'hypothéese alternative.

« Si la valeur P est tres petite, il est donc peu probable que nous ‘ayons pu obtenir les résultats

observés si I'hypothese nulle était vraie. Nous rejetonssdonic HO.

« Si la valeur P est trés grande, alors il y avdesgrandes chances que nous ayons pu obtenir les

résultats observés si I'hypothése nulle était vraie'et hous ne rejetons pas HO
Prendre une décision en utilisant, P-value

**8S1 les résultats observés mescorrespondent pas a ce a quoi nous nous attendions si I'hypothese
nulle était vraie, nods eoncluens que nous disposons de suffisamment de preuves pour rejeter

I'hypothése nullé; Nousidisons que le résultat du test est statistiquement significatif.

** Si, toutefois, les résultats observés correspondent a ce a quoi nous nous attendions si
I'hypoetheése'nulle était vraie, nous ne la rejetons pas. Nous disons que le résultat du test est non

significatif.
NB. L’asterisk dans les output de certains logiciels statistiques peuvent distinguent entre :
**% . désigne tres hautement significatif (p< 0.001)

*%* : désigne hautement significatif (0.001<p< 0.01)

10
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* 1 désigne hautement significatif (0.01<p< 0.05)

NS : désigne non significatif (p>= 0.05)
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