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Chapitre 1

Dérivabilité

1.1 Dérivée en un point

Définition 1.1 Soit f'(x) une fonction définie sur un intervalle qui contient [a,b] et xg

un point de [a,b]. On définie la fonction ® par

® : Ja,b —{xe} — R
r @(x):%io(m,a<x<b,x#xo.

Si la fonction ® (x) admet une limite finie en xy, on dit que la fonction f est dérivable en
xo. On appelle cette limite, la dérivée de la fonction f au point xq, et se note f'(xzq), on
écrit

lim @ (z) = lim M

T—T0 T—T0 r — Xy

= f'(xo0) -
Exemple 1.1 La dérivée de la fonction f (x) = +/x

VT — /T 1
Voo € R,®(z) = x_z)_":ﬁ+ﬂ_o,

= f(x) = zhjgoq) (x) = 2\;3:_0.
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Theorem 1.1 Soient f (z) et g (z) deux fonctions dérivables en xq, alors les fonctons :

f (@)-+ Ay (0). (0.5) € B F ) (a) et 22 g (a0) £0.
sont dérivables en xq, et
L [af (x) + Bg (2)],, = af (w0) + B’ (w0).
2. [f(z)-g ({L‘)];O = f"(x0) - g (x0) + [ (w0) - ¢’ (20) -
@] _ [ (@o) - g (xo) — f (w0) - ¢’ (20)
- L, 9 P |
Proof. 3) On a
@@ 1 f@) g —g(@) - f (@)
0 = T Ty g v o
(@S g@ )
- o (T - 228 ).

La démonstration de 1) et 2) est de méme fagon. m

Theorem 1.2 Si f () est une fonction dérivable en xo et g(y) = g[f (x)] est dérivable

en f (xo), alors g (y) est dérivable en xq et

lgof (@)]5, = 9'[f (@0)] - f' (w0).

Exemple 1.2 f(z) =cos (2> +z) = f'(z) = —sin (2 + 2) - 2z + 1).

1.2 Dérivabilité a droite et la dérivabilité a gauche

Définition 1.2 1. On dit qu’une fonction f (x) est dérivable a droite en xq et sa dérivée
f! (xar), si la fonction ® (x) admet une limite & droite en xq, c’est-a-dire

F () = lim ® (z) = lim L =S @),

Q?—th x—»zar T — T
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2. On dit qu’une fonction f (z) est dérivable & gauche en xy et sa dérivée f' (aza), st la

fonction ® (x) admet une limite o gauche en g, c’est-a-dire

7 (27) = lim @ (x) = lim L =S @)

T—T( T—T) T — o

Theorem 1.3 Une fonction f (x) est dérivable en xq si, et seulement si sa dérivée & droite

égale a sa dérivée a gauche, c-a-d
f'(wg) = f' (w0) -
Exemple 1.3 La fonction définie sur RY par

Inz, ssi0<x<1
f(z)=

22 -1, six>1,

n’est pas dérivable en xo =1, car

2 _1-In1
"(1Y) = lim ®(z) = lim ——~ " _9
Inz —Inl
"(17) = lim @ = lim — =1.
7 L0) = Jim @) = lim =y

1.3 Fonction dérivable

Définition 1.3 Lorsqu’une fonction f(z) est dérivable en tout point d’un intervalle I,
on dit que f (x) est dérivable sur I et la fonction définie sur I par x — f'(x) est appelée

fonction dérivée de f, notée par ' ou % .

Proposition 1.1 Une fonction dérivable sur un intervalle I, alors elle est continue sur

I.



Dérivabilité

1.3.1 Inverse d’une fonction

Proposition 1.2 Si une fonction [ est dérivable en xy et ne s’annulant pas sur I, alors

1

7 est dérivable en xq et

la fonction

sachant que f est dérivable, donc continue en zy. m

1.3.2 Fonction réciproque

Proposition 1.3 Soit f une fonction continue et strictement monotone de I dans J =

f(I), dérivable en xq € I. La fonction f~! est dérivable en yo = f (zo) si, et seulement si

f'(x9) #0 et on a

Proof. On a

£ (o0 — tim L@ = F @)

T—xo r — T

Onposey:f(gj):}z:f_l(y>etSi$—>.T0:>y—>f(fE0):yO.

f~1 est continue en 1, donc

' _ imf<f_1(y))—f(33o) — lim Y — Yo
f (Io) - yLyO ffl (y) — Zo ylﬂyo f—l (y) _ ffl (yo)
T -
R —— ~ f(zo) () (wo).
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Exemple 1.4 La dérivée de la fonction y = arccos z,

on a

y = arccosr = zr =cosy,0<y<m
— = —sinw = = )
dy Y sinz /1 — 22

1.4 Théoréme de Rolle-théoréme des accroissements
finis

1.4.1 Extrémum d’une fonction dérivable

Proposition 1.4 Soient f une fonction définie sur un intervalle I et xo € I qui n’en est
pas une borne. Si la fonction présente un extrémum local en xq et si elle est dérivable en

xg, alors f'(xg) = 0.

1.4.2 Théoréme de Rolle

Theorem 1.4 Soient a et b deux réels tels que a < b, et une fonction f continue sur |a, b
et dérivable sur |a, b| et vérifiant f (a) = f (b), il existe donc un réel ¢ appartenant & |a,b]

tel que f (c) = 0.

1.4.3 Egalité des accroissements finis

Theorem 1.5 (Formule des accroissements finis) Soient a et b deux réels tels que a < b, et
une fonction f continue sur |a, b et dérivable sur|a, b, alors il existe un réel ¢ appartenant
a la, o[ tel que

’

f)=f(a)=(b-a)f ().

Proposition 1.5 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Soient x et h deux
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réels tels que x,x + h € I, alors il existe un réel 6 € 10, 1] tel que

flz+h)=f(z)+hf (x+06h).

1.4.4 Inégalité des accroissements finis

Proposition 1.6 Etant donnés des réels a et b tels que a < b, ainsi qu’une fonction
f continue sur [a,b] et dérivable sur ]a,b[, s’il existe des réel m et M vérifiant Vx €

]aab[7m§f/ ([E) < M: alors

m(b—a)< f(b)—f(a) <M((b-a).

1.4.5 Théoréme d’Hopital (%) , (%)

Theorem 1.6 Soient I un intervalle de R, o € R, et f, g deux fonctions continues sur

I (sauf peut étre en xq) telles que

1. lim f(z) = limg(z) =0,

T—To T—T0

2. f et g sont dérivables sur I — {xo} et g (x) # 0,Yx € I — {x0},

st lim % =1 (l € R), alors

r—x0 9 (

. flx) =
mhjgclog(x) =1 (ZER).

Remarque 1.1 1. Le théoréme précédent reste vrai, si on change la condition lim f (z) =

T—x0

lim g (z) =0 par lim f (z) = lim g (x) = +o0.

T—xo T—xo T—T0
2. Si f' (20) =0=g (x0) et f (x),g (x) vérifiants les conditions du théoréme d’hopital

au voisinage de xq, alors

@ ()
Mmooy T Ay
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Exemple 1.5 Calculer hm% =12

les fonctions f (x) = 1 — cos3x et g (x) = 3sin® 22 vérifiants les conditions du théoréme

d’hopital au voisinage de 0, alors

1 —cos3z . 3sin 3x 0
hm— = lim - = =
z—0 3sin? 2z z—012sin 2% - cos 2x 0

9cos 3x 9

im = —.
z—024 cos 4x 24

1.5 Dérivée seconde

Définition 1.4 On dit qu’une fonction f est deux fois dérivable sur I, si la fonction f

est dérivable en tout point de I. Sa dérivée est appelée la dérivée seconde de f; elle est

a2f

notée f' ou -

1.5.1 Dérivée d’ordre n

Définition 1.5 Soit f une fonction défnie de I dans R, on pose O := f et l'on définit

. . PR S af .

par récurrence la fonction dérivée n T
dnf df(nfl) d2f(nf2) dr—1 f/
de® ~  dz  dz®  dzv U

Proposition 1.7 f et g deux fonctions définies et n fois dérivable sur I, alors af +

Bg,a, B € R estn fois dérivable sur I.

Proposition 1.8 (Formule de Leibniz) Si [ et g deuz fonctions définies et n fois dérivable

sur I, alors f - g est n fois dérivable sur I et
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1.6 Exercices corrigés

EXERCICE 1.

Soient g une fonction continue de R dans R, a un réel et f une fonction définie par
f(x) = (z —a)g(x). Montrer que f est dérivable en a. Calculer [’ (a).

Correction. On a

donc

Im® (z) = limM = limg () = g (a),

r—a T—a Tr— a T—a

car g est une fonction continue de R, donc continue en a.

EXERCICE 2. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes

5 sin3z six >0
1°) f(z) =

six <0.

N8

2%)g (z) =]z — 1|,z € R.

Correction. 1°) Si z € |0, +o00[, on a f () = sin 3z est dérivable.

Siz €]—00,0[, ona f(r) = 5 est dérivable. En 0 on a

. . flz)=f(0) . sin3z—0 '
— f(0 -0 1 /
ot o) = Jip HO=GE - im0 =7 (0)

Comme f' (0%) # f (07), donc f n’est pas dérivable en 0.

2°) Siz €|1,400[, on a g () =z — 1 est dérivable.

10
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Six €|—o0,1[,onag(z) =1—x est dérivable. En 1 on a

- ]. _1—0 /
lim ® () = limwzlimm—zlzg(fr).
r—1t z—1t r—1 z—1t x—1
. o oeog@)—g@® o l—xz-0_

Comme ¢ (11) # ¢' (17), donc g n’est pas dérivable en 1.

EXERCICE 3. Calculer la dérivée des fonctions suivantes

() =vIn(z+1)+In(y/z+1) 2°) fo(z)=cos® (2°),

3°) f3 (x) = e*=V" 4°) fa(z) =tg(Inx),
5°) f5(z) = 6°) fe () = arcsin (%) .
Correction.
1°) fi(z)=y/In(z+1)+In(y/z+1) éf{(x):m#l-l—ﬁﬁ
2°) fa(w) = cos® (a°) = f (x) = 3cos® (2°) - (—sin (2%)) - 5at.
) f3 (@) = 5VF = f) (1) = — bz sin /- e00VE,
4°) fa(z) = (1ﬂ$)=>f4( ) = o
5°) f5 (z) = e3m1n“:>f5( )=3Ina-a.
) fo(x) =

6°) fo(x rcsm( ) ):ﬁ%
1-(225
EXERCICE 4.

—x

1°) Montrer que e~* = x admet au moins une solution dans R.

2°) Soit ¢ une fonction définie sur R par

Representer la fonction g dans l'intervalle [—1, 1].

Correction.

11
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1°) Soit f (x) = e — x, donc f est continue sur R. Et comme

I — lime*—z=—

zirﬂmf (x) Jim e x 00,

et lim f(z) = lim e —2z=+o0,
T——00 rT——00

alors il existe un réel ¢ tel que : f(c) =0=e¢"°—c=0.
2°) Facile.

EXERCICE 5. Calculer la dérivée n¢™¢ des fonctions suivantes

2

f(z)=cosz et g(x) =e""cosx.

Correction.

1)
— f(z) =cosz = cos (z + 03),
~ f'(x) = —sina = cos (z + %),

"

— [ (x) = —cosz = cos (z +25),
®) .
— f (x):smx:cos(x—l—?)%),

)

— f  (x) =cos (a: + n%) . On peut vérifier par récurrence que f () = cos (:L‘ + n%) )

2) En appliquant la formule de Leibniz a g (z) = €** cosx = h (z) - f (), on trouve

9" (z) = zn:(fﬁh(’“) () - f") (),
k=0

Comme h (z) = e* = b (z) = 2"¢**, donc

™

g(n) (gj) = ;CSQ%M . COS (Z’ + (n - k) 5)

- Y s (o4 (- 1) ).
ekzoz COS(.%’ n 2)

12
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