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Chapitre 1

Dérivabilité

1.1 Dérivée en un point

Dé�nition 1.1 Soit f 0 (x) une fonction dé�nie sur un intervalle qui contient [a; b] et x0

un point de [a; b]. On dé�nie la fonction � par

� : [a; b]� fx0g ! R

x 7! � (x) =
f (x)� f (x0)

x� x0
; a < x < b; x 6= x0:

Si la fonction � (x) admet une limite �nie en x0, on dit que la fonction f est dérivable en

x0. On appelle cette limite, la dérivée de la fonction f au point x0, et se note f 0 (x0), on

écrit

lim
x!x0

� (x) = lim
x!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

= f 0 (x0) :

Exemple 1.1 La dérivée de la fonction f (x) =
p
x

8x0 2 R;� (x) =
p
x�px0
x� x0

=
1p

x+
p
x0
;

) f 0 (x0) = lim
x!x0

� (x) =
1

2
p
x0
:
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Dérivabilité

Theorem 1.1 Soient f (x) et g (x) deux fonctions dérivables en x0, alors les fonctons :

�f (x) + �g (x) ; (�; �) 2 R2; f (x) � g (x) et f (x)
g (x)

; g (x0) 6= 0;

sont dérivables en x0, et

1. [�f (x) + �g (x)]0x0 = �f
0 (x0) + �g

0 (x0) :

2. [f (x) � g (x)]0x0 = f
0 (x0) � g (x0) + f (x0) � g0 (x0) :

3.
h
f(x)
g(x)

i0
x0
=
f 0 (x0) � g (x0)� f (x0) � g0 (x0)

[g (x0)]
2 :

Proof. 3) On a

� (x) =

f
g
(x)� f

g
(x0)

x� x0
=

1

g (x) � g (x0)
� f (x) � g (x0)� g (x) � f (x0)

x� x0

=
1

g (x) � g (x0)
�
�
f (x)� f (x0)

x� x0
� g (x0)�

g (x)� g (x0)
x� x0

� f (x0)
�
:

La démonstration de 1) et 2) est de même façon.

Theorem 1.2 Si f (x) est une fonction dérivable en x0 et g (y) = g [f (x)] est dérivable

en f (x0), alors g (y) est dérivable en x0 et

[gof (x)]0x0 = g
0 [f (x0)] � f 0 (x0) :

Exemple 1.2 f (x) = cos (x2 + x)) f 0 (x) = � sin (x2 + x) � (2x+ 1) :

1.2 Dérivabilité à droite et la dérivabilité à gauche

Dé�nition 1.2 1. On dit qu�une fonction f (x) est dérivable à droite en x0 et sa dérivée

f 0
�
x+0
�
, si la fonction � (x) admet une limite à droite en x0, c�est-à-dire

f 0
�
x+0
�
= lim

x!x+0
� (x) = lim

x!x+0

f (x)� f (x0)
x� x0

:
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Dérivabilité

2. On dit qu�une fonction f (x) est dérivable à gauche en x0 et sa dérivée f 0
�
x�0
�
, si la

fonction � (x) admet une limite à gauche en x0, c�est-à-dire

f 0
�
x�0
�
= lim

x!x�0
� (x) = lim

x!x�0

f (x)� f (x0)
x� x0

:

Theorem 1.3 Une fonction f (x) est dérivable en x0 si, et seulement si sa dérivée à droite

égale à sa dérivée à gauche, c-à-d

f 0
�
x+0
�
= f 0

�
x�0
�
:

Exemple 1.3 La fonction dé�nie sur R�+ par

f (x) =

8><>: lnx, si 0 < x � 1

x2 � 1, si x > 1;

n�est pas dérivable en x0 = 1, car

f 0
�
1+
�
= lim

x!1+
� (x) = lim

x!1+
x2 � 1� ln 1

x� 1 = 2

6= f 0
�
1�
�
= lim

x!1�
� (x) = lim

x!1�
lnx� ln 1
x� 1 = 1:

1.3 Fonction dérivable

Dé�nition 1.3 Lorsqu�une fonction f (x) est dérivable en tout point d�un intervalle I,

on dit que f (x) est dérivable sur I et la fonction dé�nie sur I par x 7! f 0 (x) est appelée

fonction dérivée de f , notée par f 0 ou d
dx
f .

Proposition 1.1 Une fonction dérivable sur un intervalle I, alors elle est continue sur

I.
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Dérivabilité

1.3.1 Inverse d�une fonction

Proposition 1.2 Si une fonction f est dérivable en x0 et ne s�annulant pas sur I, alors

la fonction 1
f
est dérivable en x0 et

�
1

f (x)

�0
x0

= � f 0 (x)

[f (x0)]
2 :

Proof. Pour x 2 I et x 6= x0, on peut écrire

� (x) =

1
f(x)

� 1
f(x0)

x� x0
= � 1

f (x) � f (x0)
� f (x)� f (x0)

x� x0
;

sachant que f est dérivable, donc continue en x0.

1.3.2 Fonction réciproque

Proposition 1.3 Soit f une fonction continue et strictement monotone de I dans J =

f (I), dérivable en x0 2 I. La fonction f�1 est dérivable en y0 = f (x0) si, et seulement si

f 0 (x0) 6= 0 et on a �
f�1

�0
=

1

f 0of�1
:

Proof. On a

f
0
(x0) = lim

x!x0

f (x)� f (x0)
x� x0

;

on pose y = f (x)) x = f�1 (y) et si x! x0 ) y ! f (x0) = y0:

f�1 est continue en y0, donc

f
0
(x0) = lim

y!y0

f (f�1 (y))� f (x0)
f�1 (y)� x0

= lim
y!y0

y � y0
f�1 (y)� f�1 (y0)

) lim
y!y0

f�1 (y)� f�1 (y0)
y � y0

=
1

f 0 (x0)
=
�
f�1

�0
(y0) :
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Dérivabilité

Exemple 1.4 La dérivée de la fonction y = arccosx;

on a

y = arccos x) x = cos y; 0 � y � �

) dx

dy
= � sin x) y

0
=
�1
sin x

=
�1p
1� x2

:

1.4 Théorème de Rolle-théorème des accroissements

�nis

1.4.1 Extrémum d�une fonction dérivable

Proposition 1.4 Soient f une fonction dé�nie sur un intervalle I et x0 2 I qui n�en est

pas une borne. Si la fonction présente un extrémum local en x0 et si elle est dérivable en

x0, alors f 0 (x0) = 0.

1.4.2 Théorème de Rolle

Theorem 1.4 Soient a et b deux réels tels que a < b, et une fonction f continue sur [a; b]

et dérivable sur ]a; b[ et véri�ant f (a) = f (b), il existe donc un réel c appartenant à ]a; b[

tel que f
0
(c) = 0.

1.4.3 Egalité des accroissements �nis

Theorem 1.5 (Formule des accroissements �nis) Soient a et b deux réels tels que a < b, et

une fonction f continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[ ; alors il existe un réel c appartenant

à ]a; b[ tel que

f (b)� f (a) = (b� a) f 0 (c) :

Proposition 1.5 Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Soient x et h deux

7



Dérivabilité

réels tels que x; x+ h 2 I, alors il existe un réel � 2 ]0; 1[ tel que

f (x+ h) = f (x) + hf
0
(x+ �h) :

1.4.4 Inégalité des accroissements �nis

Proposition 1.6 Etant donnés des réels a et b tels que a < b, ainsi qu�une fonction

f continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[ ; s�il existe des réel m et M véri�ant 8x 2

]a; b[ ;m � f 0 (x) �M , alors

m (b� a) � f (b)� f (a) �M (b� a) :

1.4.5 Théorème d�Hôpital
�
0
0

�
;
�1
1
�

Theorem 1.6 Soient I un intervalle de R, x0 2 �R, et f; g deux fonctions continues sur

I (sauf peut être en x0) telles que

1. lim
x!x0

f (x) = lim
x!x0

g (x) = 0;

2. f et g sont dérivables sur I � fx0g et g
0
(x) 6= 0;8x 2 I � fx0g,

si lim
x!x0

f
0
(x)

g0 (x)
= l

�
l 2 �R

�
, alors

lim
x!x0

f (x)

g (x)
= l

�
l 2 �R

�
:

Remarque 1.1 1. Le théorème précédent reste vrai, si on change la condition lim
x!x0

f (x) =

lim
x!x0

g (x) = 0 par lim
x!x0

f (x) = lim
x!x0

g (x) = +1.

2. Si f
0
(x0) = 0 = g

0
(x0) et f

0
(x) ; g

0
(x) véri�ants les conditions du théorème d�hôpital

au voisinage de x0, alors

lim
x!x0

f
0
(x)

g0 (x)
= lim

x!x0

f
00
(x)

g00 (x)
:
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Dérivabilité

Exemple 1.5 Calculer lim
x!0

1�cos 3x
3 sin2 2x

= 0
0
;

les fonctions f (x) = 1 � cos 3x et g (x) = 3 sin2 2x véri�ants les conditions du théorème

d�hôpital au voisinage de 0, alors

lim
x!0

1� cos 3x
3 sin2 2x

= lim
x!0

3 sin 3x

12 sin 2x � cos 2x =
0

0

= lim
x!0

9 cos 3x

24 cos 4x
=
9

24
:

1.5 Dérivée seconde

Dé�nition 1.4 On dit qu�une fonction f est deux fois dérivable sur I, si la fonction f 0

est dérivable en tout point de I. Sa dérivée est appelée la dérivée seconde de f ; elle est

notée f
00
ou d2f

dx2
.

1.5.1 Dérivée d�ordre n

Dé�nition 1.5 Soit f une fonction défnie de I dans R, on pose f (0) := f et l�on dé�nit

par récurrence la fonction dérivée n�eme de f sur I, notée f (n) ou dnf
dxn

:

dnf

dxn
=
df (n�1)

dx
=
d2f (n�2)

dx2
= � � � = dn�1f 0

dxn�1
:

Proposition 1.7 f et g deux fonctions dé�nies et n fois dérivable sur I, alors �f +

�g; �; � 2 R est n fois dérivable sur I.

Proposition 1.8 (Formule de Leibniz) Si f et g deux fonctions dé�nies et n fois dérivable

sur I, alors f � g est n fois dérivable sur I et

(fg)(n) =

nX
k=0

Cknf
(k) � g(n�k):
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Dérivabilité

1.6 Exercices corrigés

EXERCICE 1.

Soient g une fonction continue de R dans R; a un réel et f une fonction dé�nie par

f (x) = (x� a) g (x). Montrer que f est dérivable en a: Calculer f 0 (a) :

Correction. On a

� (x) =
f (x)� f (a)

x� a =
(x� a) g (x)� 0

x� a = g (x) ;

donc

lim
x!a
� (x) = lim

x!a

f (x)� f (a)
x� a = lim

x!a
g (x) = g (a) ;

car g est une fonction continue de R; donc continue en a.

EXERCICE 2. Etudier la dérivabilité des fonctions suivantes

1�) f (x) =

8><>: sin 3x si x � 0
x
2

si x � 0:

2�)g (x) = jx� 1j ; x 2 R:

Correction. 1�) Si x 2 ]0;+1[, on a f (x) = sin 3x est dérivable.

Si x 2 ]�1; 0[, on a f (x) = x
2
est dérivable. En 0 on a

lim
x!0+

� (x) = lim
x!0+

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0+
sin 3x� 0

x
= 3 = f

0 �
0+
�
:

et lim
x!0�

� (x) = lim
x!0�

f (x)� f (0)
x� 0 = lim

x!0�

x
2
� 0
x

=
1

2
= f

0 �
0�
�
:

Comme f
0
(0+) 6= f 0 (0�), donc f n�est pas dérivable en 0.

2�) Si x 2 ]1;+1[, on a g (x) = x� 1 est dérivable.
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Dérivabilité

Si x 2 ]�1; 1[, on a g (x) = 1� x est dérivable. En 1 on a

lim
x!1+

� (x) = lim
x!1+

g (x)� g (1)
x� 1 = lim

x!1+
x� 1� 0
x� 1 = 1 = g

0 �
1+
�
:

et lim
x!1�

� (x) = lim
x!1�

g (x)� g (1)
x� 1 = lim

x!1�
1� x� 0
x� 1 = �1 = g0

�
0�
�
:

Comme g
0
(1+) 6= g0 (1�), donc g n�est pas dérivable en 1.

EXERCICE 3. Calculer la dérivée des fonctions suivantes

1�) f1 (x) =
p
ln (x+ 1) + ln (

p
x+ 1) 2�) f2 (x) = cos

3 (x5) ;

3�) f3 (x) = e
cos

p
x 4�) f4 (x) = tg (lnx) ;

5�) f5 (x) = a
3x 6�) f6 (x) = arcsin

�
x2�1
x2

�
:

Correction.

1�) f1 (x) =
p
ln (x+ 1) + ln (

p
x+ 1)) f

0
1 (x) =

1
2 ln(x+1)

� 1
x+1

+ 1p
x+1

� 1
2
p
x
:

2�) f2 (x) = cos
3 (x5)) f

0
2 (x) = 3 cos

2 (x5) � (� sin (x5)) � 5x4:

3�) f3 (x) = e
cos

p
x ) f

0
3 (x) = � 1

2
p
x
sin
p
x � ecos

p
x:

4�) f4 (x) = tg (lnx)) f
0
4 (x) =

1
cos2(lnx)

� 1
x
:

5�) f5 (x) = a
3x = e3x ln a ) f

0
5 (x) = 3 ln a � a3x:

6�) f6 (x) = arcsin
�
x2�1
x2

�
) f

0
6 (x) =

1r
1�
�
x2�1
x2

�2 � 2x3 :
EXERCICE 4.

1�) Montrer que e�x = x admet au moins une solution dans R.

2�) Soit g une fonction dé�nie sur R par

g (x) = x2E (2x) :

Representer la fonction g dans l�intervalle [�1; 1].

Correction.
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Dérivabilité

1�) Soit f (x) = e�x � x, donc f est continue sur R. Et comme

lim
x!+1

f (x) = lim
x!+1

e�x � x = �1;

et lim
x!�1

f (x) = lim
x!�1

e�x � x = +1;

alors il existe un réel c tel que : f (c) = 0) e�c � c = 0:

2�) Facile.

EXERCICE 5. Calculer la dérivée n�eme des fonctions suivantes

f (x) = cosx et g (x) = e2x cosx:

Correction.

1)

� f (x) = cosx = cos
�
x+ 0�

2

�
;

� f
0
(x) = � sin x = cos

�
x+ �

2

�
;

� f
00
(x) = � cosx = cos

�
x+ 2�

2

�
;

� f
(3)

(x) = sinx = cos
�
x+ 3�

2

�
;

�
...

� f
(n)

(x) = cos
�
x+ n�

2

�
: On peut véri�er par récurrence que f

(n)

(x) = cos
�
x+ n�

2

�
:

2) En appliquant la formule de Leibniz à g (x) = e2x cosx = h (x) � f (x), on trouve

g(n) (x) =
nX
k=0

Cknh
(k) (x) � f (n�k) (x) ;

Comme h (x) = e2x ) h(n) (x) = 2ne2x, donc

g(n) (x) =

nX
k=0

Ckn2
ke2x � cos

�
x+ (n� k) �

2

�
=

n

e2x
X

k=0

Ckn2
k � cos

�
x+ (n� k) �

2

�
:
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