UNIVERSITE MOHAMED KHIDER, BISKRA

FACULTE des SCIENCES EXACTES et des SCIENCES de la NATURE et de la VIE

DEPARTEMENT DE MATHEMATIQUES

ANALYSE I : Cours et Exercices Corrigés

1" année Mathématiques et Informatique

GHERBAL BOULAKHRAS

Septembre 2018.



Table des matiéres

Mable d Sres

(1 Limites et continuité ponctuelle

[1.1.1  Fonctions définies au voisinage d'un point x| . . . . . . . . . . . ..

(1.1.2 Fonctions convergent vers Of . . . . . . . ... ... ... ......

(1.2.1 Propriétés| . . . . . . . . . . ..

(1.3 Prolongement par continuité] . . . . . . . ... ... o000

[1.5 Opérations sur les limites des fonctions| . . . . . . . .. ... ... ... ..

[1.6 Limites a droite et limites & gauche] . . . . . . .. ... 0000

(1.7 Exercices corrigés| . . . . . . . ...

=~ W W W

© o oo N o o ot



Chapitre 1

Limites et continuité ponctuelle

On considére des fonctions définies dans une partie de R et a valeurs réelles. Notons par

D¢ son domaine de définition.

1.1 Définitions

1.1.1 Fonctions définies au voisinage d’un point z,

Définition 1.1 On dit qu’une fonction f est définie au voisinage d’un point xo de R si :
Ve >0, [xg —e,20 +¢] N Dy #0.

Définition 1.2 On dit qu’une fonction [ est définie au voisinage :

1. de +oo, s’il existe un réel A tel que :
[A, —f—OO[ C Df,

2. de —oo, s’il existe un réel A tel que :

]—OO,A] - Df.
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sin
Exemple 1.1 La fonction x — —— défnie au voisinage de 0.
x
La fonction x — /x — 1 nest pas défnie au voisinage de 0.

La fonction x — \/x défnie au voisinage de +oo.

1.1.2 Fonctions convergent vers (0

Définition 1.3 Une fonction f converge vers 0 en xg € R, si elle est définie au voisinage

de xq telle que :
Ve >0,3A>0:Vx € Dy, |z —zo| < A= |f ()] <e.

On écrit : lim f (z) = 0.

T—To

Exemple 1.2 La fonction x — +/x défnie sur R", converge vers 0 en 0, car
Ve>0,M=e>>0:Ve e R, |z| < = |f(z)|=Vr <e.

Définition 1.4 1) Une fonction f converge vers 0 en +o0, si elle est définie au voisinage
de 400 telle que
Ve >0,3A€eR:Vex € Dy,x > A= |f(z)] <e.

2) Une fonction f converge vers 0 en —oo, si elle est définie au voisinage de —oo telle que

Ve>0,dJAeR: Ve e Dy, < A= |f(x)] <e.

1

Exemple 1.3 La fonction x — - converge vers 0 en 400 et en —oo. En effet, on a

1 1 1
Ve > 0, 5 € Vm>0,x_2€:>|f(x)| 5r <€
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Et

—1 —1 —1
JA=—¢eR: < — = — )
Ve >0, 256 V;v<0,a:_2€:>|f(m)\ 5, <€

1.2 Limites finies

Définition 1.5 Une fonction f tend vers le réel | en xo € R si la fonction f — 1 converge
vers 0 en xg.

Ce réel | est unique, on ’appelle limite de f en xy et notée par

[ = lim f (z).

T—To

Remarque 1.1 Par définition, la convergence de f versl en xy s’écrit :

1. st xg € R,
Ve>0,3IA>0:Ve € Dy, |z —xo| < A= |f(x) — | <¢,
2. st xg = +00,
Ve >0,dJAeR: Ve e Dy,x > A= |f(x) =] <k,
3. st xg = —00,
Ve >0,3AeR: Ve e Do <A=|f(x) -1 <e.

Proposition 1.1 On dit qu’une f est continue en un point xq, si elle est définie en xq et

admet une limite finie en xq égale o f (xo), c-a-d :

lim f (z) = f (x0) .

T—T0
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Exemple 1.4 1) La fonction constante f(x) = |,Vx € R est continue sur R car elle
admet | pour limite en tout point de R.

2) lirq (3x —2) =17

On a
€ 9
Ve > O,HA:§>O:V$€R,|x—1|§)\:§
= |(3x—2>—1|:3|x_1|<3.§:g,

1.2.1 Propriétés

Proposition 1.2 S'il existe une fonction g définie sur Dy converge vers 0 en x et telle

que Yz € Dy, |f (z) — 1] < g(z), alors lim f (x) = 1,29 € R.

T—x0
Exemple 1.5 1 22% +3 1 >0
X . im ——— =1, car pour x on a
p ato02x2 +x + 1 ’ p ’
202 +3 B T - B
222 +x +3 2240 +3 22 o)
avec lim % = 0.
T—+00

Proposition 1.3 Si une fonction f converge vers | en xy € R, alors la fonction |f| tend

vers |l| en xy.

1.3 Prolongement par continuité

Définition 1.6 Si f une fonction n’est pas définie en xq qui admet une limite finie | en

zo, alors la fonction g définie sur Dy U {xo} par :

) st x = Xy

f(z) sinon,
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est continue en xy. Cette fonction g est appelée prolongement par continuité en xq de f.

sin 3x

Exemple 1.6 La fonction [ définie sur R* par f(r) = peut se prolonger par

continuité en 0, en posant f (0) = 3.

1.4 Limites infinies

Définition 1.7 Une fonction f tend vers +00 en xo € R si elle définie au voisinage de
xo telle que :

— Pour xg € R, on a

VAeR,IN>0:Vx € Dy, jx —zo| < A= f(z) > A

— Pour g = +00, on a

VAeR,3y>0:Vo € Dy, >v= f(z) > A

— Pour xy = —00, on a

VAeR,Ja<0:Vr € Dy,x <zo= f(x) > A

On écrit

lim f (x) = 4o0.

T—xo

Remarque 1.2 Une fonction f tend vers —oo en x9 € R si (—f) tend vers +o00 en g,
et on écrit

lim f (x) = —c0.

T—T0
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1.5 Opérations sur les limites des fonctions

Theorem 1.1 Pour zy € R, on a

1. Si lim f (z) = lim g (z) =0, alors lim (f + g) (z) = 0.

T—T0 T—T0o T—T0o

2. Si g est bornée au voisinage de xq et si lim f (x) =0, alors lim (f x g) (x) = 0.

T—x0 T—T0

3.8 lim f(x) =1 et limg(z) =1, alors pour a, € R on a lim (af + Bg) (z) =
T—T0 T—T0 T—T0

al+pl et lim (f x g)(x) =1x1.
T—T0

4. S lim f(x) =1 et limg(z) =1 € R*, alors lim (%) (z) = 1.

T—T0o T—To T—T0

Theorem 1.2 Soit g une fonction qui converge versl € R en xy € R. Si f une fonction a
valeurs dans D, admettant xo pour limite en xo € R, alors la fonction gof converge vers

[ en xo.

sin & sin (22 + 2z
Exemple 1.7 Sachant que lim—— =1 alors lim% =1
—0 T =0  x* 42

1.6 Limites a droite et limites & gauche

Définition 1.8 — On dit qu’une fonction f admet | pour limite & droite en xg si :
Ve>0,3y>0:xp<z<zo+7=|f(2)—1 <e,

et on écrit : lim f (z) = lim+f (x) =1.
20 =T

— On dit qu’une fonction f admet | pour limite a gauche en xq si :
Ve>0,Iy>0:z0—y<zxz<zo=|f(z)—1I <e,

et on écrit : lim f (z) = lim f(z) = L.
<

TSz T—T
Proposition 1.4 On dit qu’une fonction f admet | pour limite en xq si et seulement si,

elle admet | pour limite a droite et a gauche en xg.

8
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Proposition 1.5 S:

lim f (z) = limg(z) =1, 20 € R,] € R,

T—T0 T—T0o

et si pour une fonction h (z) telle que

fx) <h(z) <g(x)

alors

limh (z) = I.

r—a

1.7 Exercices corrigés

EXERCICE 1.

Montrer & ’aide de définition d’une limite que

1°) lim2 (22 —2) = 2.

2
1
2) lim 2Ty
r——2 11—z
Correction.

1°) lim2 (22 — 2) = 27 Pour que

|(z?=2) -2 < ¢

= [z -2)-[(z+2)] <¢,
supposons que

(z+2) < 1=-1<z+4+2<1
= —0<r—2<-3<5
= |(z-2)| <5,

9
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donc, on a

(@ =2)]-[(z+2)] < 5[(z+2)<e
> |e+2) <7, (3.2)

d’aprés (3.1) et (3.2), il suffit de prendre A = min {1, %} , alors

Ve > O,HA:min{l,g} >0:Vz €R, |z +2| SA:min{l,g}

- y(xQ—z)—2\:|x+2|-|x—2|<|a:+2|-§=5-§:a.
2
1
2°) xlim1% = 17 Pour que
?+r4+1 1| |22 4341 |(@+1) 2z +1) (3.3)
1—x 2 | 2(1—-2) | 2(1—x) ’ '
supposons que
lz+1 < 1=-1<z+4+1<1
= —2<2x+2<L2
= 3<2x+1<1<3
= [2z+1| <3,
d’autre part
-1 < z24+1<1=-2<2<0 (3.4)
= 0<—2<2=1<1-2<3
= 1<|1 -2,

10
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donc (3.3) nous donne

?+r+1 1 (x+1)(2z+1)| 1lz+1| 22+ 1]
-z 2| 2(1— ) 2 11— o
1 1]-3 2
< B s <l (3.5)

d’apres (3.4) et (3.5), il suffit de prendre A = min {1, %5} , alors le reste de démonstration
est de méme facon que la question précédente.

EXERCICE 2. Soit la fonction f définie par

sin 2x "
= —— | ,meN".
/(@) (2\/1—(308:(}) "

1°) Trouver le domaine de définition de f.

2°) Discuter la limite de f quand z tend vers 0 suivant les valeurs du parameétre m.

Correction.
1°) Facile.
2°) On a

f () ( sin 2 ) (sinxcosa:)
T = _— f— —
21— coszx V1 —=cosx
sin x cos x m sinz \"™" m
= —_— . \/1—|—cos:c> = <—> . (cosx\/l—i-cosx) ,
(\/1 — cos?x |sin z|

donc

i (222)" (i) = (v8)"

2—0+ \ |sin z|

, sinz \" m - m
et lim <| |) -<Cosx\/1+cosx) = (1) <\/§> ;

z—0~ SIn xr

alors si m est paire f () admet une limite égale a (\/§)m en 0 et si m est impaire f (z)

n’admet une limite en 0.
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EXERCICE 3. Calculer les limites suivantes

- N [ 1
1°)1im\/_ Vot Ve —a 2°) lim zlny/14 —,
r—a x2 — g2 z—+00 T

o\1: 1 2
3 )ilir(l]tg (x) cos (1 + ;) ;

. VI+z—1 __ . y1+sinz—+1—sinz
4°)lim————, 5°)lim ,
e=0y/1 42 —1 z—0 x

Correction. 1°)

r—a 12 — g2 z—a

pVE—VatVe—a hm(\/‘—\/&Jr 1 )

- iﬂ(ﬁ?fﬂﬁﬁﬁ—w)
- iﬂ(ﬁﬁ+ﬁ)* x1+a):¢1z—a'

. 1 o1 1\* 1
lim 2ln4/14+ —-= lim =In{14+ -] = —.
z—~400 Tr xz—+too2 x 2

: 12
ilil(l)tg (x) cos (1 + ﬁ) =0,

2°)

3°)

car est le produit de deux fonctions, I'une converge vers 0 et ’autre bornée.
4°)
I Vvi+z—1
im—
e=0/14+ 2 —1

=3, (posant 1 + 2 = ¢/%).

12
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1.

5°)
. V14sinz —+/1—sinx . 2sinz 1
lim = lim _ : —
20 x e—0 x \/1+sinz++/1—sinz
6°)
1
lim Ve = hIJP =1.
T—+00 $-+ Vﬂ;i;:7; xT [e’e] ) :
v 1+ PR
EXERCICE 4. Calculer les limites suivantes
In(1+3 —2\°
1°) hmu 2°) lim <$ ) ;
z—0 x z—+oo \ T + 3
T+a z+b
b
3°) lim & +a) ($2:L+a2rb
e=too (x4 a+b)
4°) liI_El z[In(a+ bx) —In(bx)], a,b € RY.
Correction. 1°)
In(1+3 1 3\Y 1
i 203 (14 30)F = lim I <1 + —) , (y=-),
r—0 x r—0 Y—00 Yy xT

= 3.

2°)

—_9\7% — 2)* -2
lim (a: 2) = lim uze—:i.

z—too \ 1 + 3 z—+00 (1 + %)m e3 ed

r+a x+b
b 1
3°) lim (z+0) (x2+ >b = de méme fagon que 2°).
v=too (g4 a + )T eath

4°) lim z[In(a + bx) —In (bx)] = £, en utilisant les propriétés de logarithme et de méme

r——+00 b’

fagon que 1°).

13
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