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Chapitre 1

Limites et continuité ponctuelle

On considère des fonctions dé�nies dans une partie de R et à valeurs réelles. Notons par

Df son domaine de dé�nition.

1.1 Dé�nitions

1.1.1 Fonctions dé�nies au voisinage d�un point x0

Dé�nition 1.1 On dit qu�une fonction f est dé�nie au voisinage d�un point x0 de R si :

8" > 0; [x0 � "; x0 + "] \Df 6= 0:

Dé�nition 1.2 On dit qu�une fonction f est dé�nie au voisinage :

1. de +1, s�il existe un réel A tel que :

[A;+1[ � Df ;

2. de �1, s�il existe un réel A tel que :

]�1; A] � Df :
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Limites et continuité ponctuelle

Exemple 1.1 La fonction x 7! sinx

x
défnie au voisinage de 0.

La fonction x 7!
p
x� 1 n�est pas défnie au voisinage de 0.

La fonction x 7!
p
x défnie au voisinage de +1:

1.1.2 Fonctions convergent vers 0

Dé�nition 1.3 Une fonction f converge vers 0 en x0 2 R, si elle est dé�nie au voisinage

de x0 telle que :

8" > 0;9� > 0 : 8x 2 Df ; jx� x0j � �) jf (x)j < ":

On écrit : lim
x!x0

f (x) = 0:

Exemple 1.2 La fonction x 7!
p
x défnie sur R+; converge vers 0 en 0, car

8" > 0;9� = "2 > 0 : 8x 2 R+; jxj � "2 ) jf (x)j =
p
x < ":

Dé�nition 1.4 1) Une fonction f converge vers 0 en +1, si elle est dé�nie au voisinage

de +1 telle que

8" > 0;9A 2 R : 8x 2 Df ; x � A) jf (x)j < ":

2) Une fonction f converge vers 0 en �1, si elle est dé�nie au voisinage de �1 telle que

8" > 0;9A 2 R : 8x 2 Df ; x � A) jf (x)j < ":

Exemple 1.3 La fonction x 7! 1
2x
converge vers 0 en +1 et en �1. En e¤et, on a

8" > 0;9A = 1

2"
2 R : 8x > 0; x � 1

2"
) jf (x)j = 1

2x
< ":
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Limites et continuité ponctuelle

Et

8" > 0;9A = �1
2"
2 R : 8x < 0; x � �1

2"
) jf (x)j = �1

2x
< ":

1.2 Limites �nies

Dé�nition 1.5 Une fonction f tend vers le réel l en x0 2 �R si la fonction f � l converge

vers 0 en x0.

Ce réel l est unique, on l�appelle limite de f en x0 et notée par

l = lim
x!x0

f (x) :

Remarque 1.1 Par dé�nition, la convergence de f vers l en x0 s�écrit :

1. si x0 2 R;

8" > 0;9� > 0 : 8x 2 Df ; jx� x0j � �) jf (x)� lj < ";

2. si x0 = +1;

8" > 0;9A 2 R : 8x 2 Df ; x � A) jf (x)� lj < ";

3. si x0 = �1;

8" > 0;9A 2 R : 8x 2 Df ; x � A) jf (x)� lj < ":

Proposition 1.1 On dit qu�une f est continue en un point x0, si elle est dé�nie en x0 et

admet une limite �nie en x0 égale à f (x0), c-à-d :

lim
x!x0

f (x) = f (x0) :
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Limites et continuité ponctuelle

Exemple 1.4 1) La fonction constante f (x) = l;8x 2 R est continue sur R car elle

admet l pour limite en tout point de R.

2) lim
x!1

(3x� 2) = 1?

On a

8" > 0;9� = "

3
> 0 : 8x 2 R; jx� 1j � � = "

3

) j(3x� 2)� 1j = 3 jx� 1j < 3 � "
3
= ":

1.2.1 Propriétés

Proposition 1.2 S�il existe une fonction g dé�nie sur Df converge vers 0 en x0 et telle

que 8x 2 Df , jf (x)� lj � g (x) ; alors lim
x!x0

f (x) = l; x0 2 �R:

Exemple 1.5 lim
x!+1

2x2 + 3

2x2 + x+ 1
= 1, car pour x > 0, on a

���� 2x2 + 3

2x2 + x+ 3
� 1
���� = x

2x2 + x+ 3
<
x

x2
=
1

x
;

avec lim
x!+1

1
x
= 0:

Proposition 1.3 Si une fonction f converge vers l en x0 2 �R, alors la fonction jf j tend

vers jlj en x0.

1.3 Prolongement par continuité

Dé�nition 1.6 Si f une fonction n�est pas dé�nie en x0 qui admet une limite �nie l en

x0, alors la fonction g dé�nie sur Df [ fx0g par :

g (x) =

8><>: l si x = x0

f (x) sinon,
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Limites et continuité ponctuelle

est continue en x0. Cette fonction g est appelée prolongement par continuité en x0 de f .

Exemple 1.6 La fonction f dé�nie sur R� par f (x) =
sin 3x

x
peut se prolonger par

continuité en 0, en posant f (0) = 3.

1.4 Limites in�nies

Dé�nition 1.7 Une fonction f tend vers +1 en x0 2 �R si elle dé�nie au voisinage de

x0 telle que :

� Pour x0 2 R, on a

8A 2 R;9� > 0 : 8x 2 Df ; jx� x0j � �) f (x) � A:

� Pour x0 = +1, on a

8A 2 R;9 > 0 : 8x 2 Df ; x �  ) f (x) � A:

� Pour x0 = �1, on a

8A 2 R;9� < 0 : 8x 2 Df ; x � x0 ) f (x) � A:

On écrit

lim
x!x0

f (x) = +1:

Remarque 1.2 Une fonction f tend vers �1 en x0 2 �R si (�f) tend vers +1 en x0;

et on écrit

lim
x!x0

f (x) = �1:
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Limites et continuité ponctuelle

1.5 Opérations sur les limites des fonctions

Theorem 1.1 Pour x0 2 �R, on a

1. Si lim
x!x0

f (x) = lim
x!x0

g (x) = 0, alors lim
x!x0

(f + g) (x) = 0:

2. Si g est bornée au voisinage de x0 et si lim
x!x0

f (x) = 0, alors lim
x!x0

(f � g) (x) = 0:

3. Si lim
x!x0

f (x) = l et lim
x!x0

g (x) = l0, alors pour �; � 2 R on a lim
x!x0

(�f + �g) (x) =

�l + �l0 et lim
x!x0

(f � g) (x) = l � l0:

4. Si lim
x!x0

f (x) = l et lim
x!x0

g (x) = l0 2 R�, alors lim
x!x0

�
f
g

�
(x) = l

l0 :

Theorem 1.2 Soit g une fonction qui converge vers l 2 �R en x0 2 �R. Si f une fonction à

valeurs dans Dg admettant x0 pour limite en x0 2 �R, alors la fonction gof converge vers

l en x0.

Exemple 1.7 Sachant que lim
x!0

sin x

x
= 1 alors lim

x!0

sin (x2 + 2x)

x2 + 2x
= 1:

1.6 Limites à droite et limites à gauche

Dé�nition 1.8 � On dit qu�une fonction f admet l pour limite à droite en x0 si :

8" > 0;9 > 0 : x0 < x < x0 +  ) jf (x)� lj < ";

et on écrit : lim
x
>!x0
f (x) = lim

x!x+0
f (x) = l:

� On dit qu�une fonction f admet l pour limite à gauche en x0 si :

8" > 0;9 > 0 : x0 �  < x < x0 ) jf (x)� lj < ";

et on écrit : lim
x
<!x0
f (x) = lim

x!x�0
f (x) = l:

Proposition 1.4 On dit qu�une fonction f admet l pour limite en x0 si et seulement si,

elle admet l pour limite à droite et à gauche en x0.
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Limites et continuité ponctuelle

Proposition 1.5 Si

lim
x!x0

f (x) = lim
x!x0

g (x) = l; x0 2 �R; l 2 �R;

et si pour une fonction h (x) telle que

f (x) � h (x) � g (x)

alors

lim
x!a
h (x) = l:

1.7 Exercices corrigés

EXERCICE 1.

Montrer à l�aide de dé�nition d�une limite que

1�) lim
x!�2

(x2 � 2) = 2:

2�) lim
x!�2

x2 + x+ 1

1� x = 1:

Correction.

1�) lim
x!�2

(x2 � 2) = 2? Pour que

���x2 � 2�� 2�� < "

) j(x� 2)j � j(x+ 2)j < ";

supposons que

j(x+ 2)j � 1) �1 � x+ 2 � 1 (3.1)

) �5 � x� 2 � �3 < 5

) j(x� 2)j � 5;

9



Limites et continuité ponctuelle

donc, on a

j(x� 2)j � j(x+ 2)j � 5 j(x+ 2)j < "

) j(x+ 2)j < "

5
; (3.2)

d�après (3.1) et (3.2), il su¢ t de prendre � = min
�
1; "

5

	
; alors

8" > 0;9� = min
n
1;
"

5

o
> 0 : 8x 2 R; jx+ 2j � � = min

n
1;
"

5

o
)

���x2 � 2�� 2�� = jx+ 2j � jx� 2j < jx+ 2j � "
5
= 5 � "

5
= ":

2�) lim
x!�1

x2 + x+ 1

1� x = 1
2
? Pour que

����x2 + x+ 11� x � 1
2

���� = ����2x2 + 3x+ 12 (1� x)

���� = ����(x+ 1) (2x+ 1)2 (1� x)

���� ; (3.3)

supposons que

jx+ 1j � 1) �1 � x+ 1 � 1

) �2 � 2x+ 2 � 2

) �3 � 2x+ 1 � 1 < 3

) j2x+ 1j � 3;

d�autre part

� 1 � x+ 1 � 1) �2 � x � 0 (3.4)

) 0 � �x � 2) 1 � 1� x � 3

) 1 � j1� xj ;
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Limites et continuité ponctuelle

donc (3.3) nous donne

����x2 + x+ 11� x � 1
2

���� =

����(x+ 1) (2x+ 1)2 (1� x)

���� = 1

2

jx+ 1j � j2x+ 1j
j1� xj

� 1

2

jx+ 1j � 3
1

� ") jx+ 1j � 2

3
"; (3.5)

d�après (3.4) et (3.5), il su¢ t de prendre � = min
�
1; 2

3
"
	
; alors le reste de démonstration

est de même façon que la question précédente.

EXERCICE 2. Soit la fonction f dé�nie par

f (x) =

�
sin 2x

2
p
1� cosx

�m
;m 2 N�:

1�) Trouver le domaine de dé�nition de f:

2�) Discuter la limite de f quand x tend vers 0 suivant les valeurs du paramètre m:

Correction.

1�) Facile.

2�) On a

f (x) =

�
sin 2x

2
p
1� cosx

�m
=

�
sin x cosxp
1� cosx

�m
=

�
sin x cosxp
1� cos2 x

�
p
1 + cos x

�m
=

�
sin x

jsin xj

�m
�
�
cosx

p
1 + cos x

�m
;

donc

lim
x!0+

�
sin x

jsin xj

�m
�
�
cosx

p
1 + cos x

�m
=

�p
2
�m
;

et lim
x!0�

�
sin x

jsin xj

�m
�
�
cosx

p
1 + cos x

�m
= (�1)m

�p
2
�m
;

alors si m est paire f (x) admet une limite égale à
�p
2
�m
en 0 et si m est impaire f (x)

n�admet une limite en 0:
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Limites et continuité ponctuelle

EXERCICE 3. Calculer les limites suivantes

1�)lim
x!a

p
x�

p
a+

p
x� ap

x2 � a2
2�) lim

x!+1
x ln

r
1 +

1

x
;

3�)lim
x!0
tg (x) cos

�
1 +

1

x2

� 1
2

;

4�)lim
x!0

p
1 + x� 1

3
p
1 + x� 1

, 5�)lim
x!0

p
1 + sinx�

p
1� sin x

x
;

7�) lim
x!+1

p
xq

x+
p
x+

p
x
:

Correction. 1�)

lim
x!a

p
x�

p
a+

p
x� ap

x2 � a2
= lim

x!a

�p
x�

p
ap

x2 � a2
+

1p
x+ a

�
= lim

x!a

�
x� ap

x2 � a2 (
p
x+

p
a)
+

1p
x+ a

�
= lim

x!a

� p
x� ap

x+ a (
p
x+

p
a)
+

1p
x+ a

�
=

1p
2a
:

2�)

lim
x!+1

x ln

r
1 +

1

x
= lim

x!+1

1

2
ln

�
1 +

1

x

�x
=
1

2
:

3�)

lim
x!0
tg (x) cos

�
1 +

1

x2

� 1
2

= 0;

car est le produit de deux fonctions, l�une converge vers 0 et l�autre bornée.

4�)

lim
x!0

p
1 + x� 1

3
p
1 + x� 1

= 3, (posant 1 + x = y6).
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Limites et continuité ponctuelle

5�)

lim
x!0

p
1 + sinx�

p
1� sin x

x
= lim

x!0

2 sinx

x

1p
1 + sinx+

p
1� sin x

= 1:

6�)

lim
x!+1

p
xq

x+
p
x+

p
x
= lim

x!+1

1s
1 +

r
1
x
+
q

1
x3

= 1:

EXERCICE 4. Calculer les limites suivantes

1�) lim
x!0

ln (1 + 3x)

x
2�) lim

x!+1

�
x� 2
x+ 3

�x
;

3�) lim
x!+1

(x+ a)x+a (x+ b)x+b

(x+ a+ b)2x+a+b

4�) lim
x!+1

x [ln (a+ bx)� ln (bx)] , a; b 2 R�+:

Correction. 1�)

lim
x!0

ln (1 + 3x)

x
= lim

x!0
ln (1 + 3x)

1
x = lim

y!1
ln

�
1 +

3

y

�y
; (y =

1

x
),

= 3:

2�)

lim
x!+1

�
x� 2
x+ 3

�x
= lim

x!+1

�
1� 2

x

�x�
1 + 3

x

�x = e�2

e3
=
1

e5
:

3�) lim
x!+1

(x+ a)x+a (x+ b)x+b

(x+ a+ b)2x+a+b
=

1

ea+b
de même façon que 2�):

4�) lim
x!+1

x [ln (a+ bx)� ln (bx)] = a
b
; en utilisant les propriétés de logarithme et de même

façon que 1�):
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