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Chapitre 4

Analyse dans le domaine temporel

4.1 Introdution

Lors de la oneption d'un orreteur pour un système donné, une attention partiu-

lière doit être aordée à la qualité de la réponse en fontion du temps. Selon l'intérêt

de l'appliation, l'importane doit être aordée soit au régime permanent soit au régime

transitoire, soit aux deux. En général, on herhe à donner au système asservi le temps de

réponse le plus ourt possible tout en respetant les ontraintes imposées et un dépasse-

ment aeptable. Dans e hapitre, nous présentons les tehniques d'analyse des systèmes

linéaires dans le domaine du temps. Ces tehniques servent prinipalement à détermi-

ner les performanes du système asservi onsidéré. En général, de telles performanes se

lassent en deux atégories :

� Les performanes du régime transitoire parfois appelées performanes dynamiques,

� Les performanes du régime permanent.

Pour une struture donnée de système en boule fermée, on herhe prinipalement à

montrer omment elle a�ete les performanes. De même, on montre omment es per-

formanes peuvent être mesurées. Le hoix des orreteurs qui assurent des spéi�ations

données est traité un peu plus loin dans e ours.

4.2 Signaux d'entrée types

Ces signaux sont plus partiulièrement utilisés de fait de la simpliité de leur repré-

sentation mathématique. Ce type de signal a la aratéristique de soumettre le système à

des osillations plus ou moins brusques et progressives. Ils permettent ainsi d'étudier les

performanes transitoires de la réponse des systèmes.
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Impulsion de Dira: L'impulsion de Dira, notée δ(t), est dé�nie pat:

δ(t) =

∫ ∞

0

δ(t)dt = 1, δ(t) = 0, pour t 6= 0 (4.1)

Éhelon unitaire: L'éhelon unitaire, notée u(t) appelé aussi fontion de Heavyside

est donné par:

u(t) =

{

0 t < 0

1 t ≥ 0
(4.2)

Éhelon de vitesse (rampe unitaire): Le signal rampe unitaire, notée r(t) est donné

par:

r(t) =

{

0 t < 0

t t ≥ 0
(4.3)

Éhelon d'aélération (Parabole unitaire): Le signal éhelon d'aélération, notée

b(t) est donné par:

b(t) =

{

0 t < 0
t2

2
t ≥ 0

(4.4)

Signal sinusoidal:

b(t) =

{

0 t < 0

sinωt t ≥ 0
(4.5)
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t
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d-Signal sinusoidal

Figure 4.1 � Signaux élémentaires
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4.3 Réponse transitoire et Réponse permanente

Dans le problème d'analyse des systèmes, une entrée de référene est appliquée au

système et les performanes du systèmes sont évaluées en étudiant la réponse du sys-

tème dans le domaine temporel. Par exemple, si l'objetif du système de ommande est

que la variable de sortie suit le signal d'entrée de référene, partant de ertaines ondi-

tions initiales, il est néessaire de faire une omparaison entre l'évolution temporelle de

l'entrée et la sortie. Dans la plupart des problèmes de ommande, l'évaluation �nale des

performanes est basée en général sur les réponses temporelles.

La réponse temporelle d'un système est divisée en deux parties: la réponse transitoire

et la réponse permanente. Soit y(t) la réponse temporelle d'un système ontinu; alors, en

général, ette réponse peut être érite sous la forme:

y(t) = yt(t) + yp(t) (4.6)

où yt(t) est la réponse transitoire et yp(t) la réponse permanente.

4.3.1 Réponse transitoire

En automatique, la réponse transitoire est dé�nie omme la partie de la réponse qui

tend vers zéro lorsque le temps devient très grand. Alors, yt(t) possède la propriété

lim
t→∞

yt(t) = 0 (4.7)

4.3.2 Réponse permanente

La réponse permanente est la partie de la réponse totale qui reste après l'annulation

de la réponse transitoire. La réponse permanente peut rester variante ave une forme �xe

omme onde sinusoïdale ou une fontion rampe qui roît ave le temps.

Tout les systèmes asservis stables présentent un phénomène transitoire avant d'at-

teindre l'état stationnaire. Puisque les inerties, les masses, les ondensateurs et les indu-

tanes sont inévitables dans les systèmes physiques, alors la réponse d'un système réel

ne peut pas suivre instantanément des hangements brusques de l'entrée, et un régime

transitoire est toujours présent. Alors, la ommande du régime transitoire est primordiale,

puisqu'il représente une partie signi�ative du omportement dynamique du système, et

la déviation entre la réponse et l'entrée où la réponse désirée, avant que l'état stationnaire

ne soit atteint, doit être ontr�lée.

La réponse permanente où l'état stationnaire d'un système asservi est aussi très im-

portante, puisqu'elle dérit le omportement �nal de la sortie lorsque le temps devient
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très grand. En général, si l'état stationnaire de la réponse n'est pas exatement aordé

ave la référene désirée, on dit que le système possède une erreur d'état stationnaire.

L'étude des systèmes asservis, dans le domaine temporel, requiert essentiellement l'éva-

luation des réponses transitoires et permanente du système. Dans les problèmes de syn-

thèse, les spéi�ations sont souvent données en fontions des performanes du régime

transitoire et du régime permanent, et les lois de ommande sont déterminées de façon

que toutes es spéi�ations sont véri�ées.

4.4 P�les et zéros

Les p�les et les zéros d'un modèle linéaire invariant sont essentiels pour sa aratéri-

sation dynamique. Ils peuvent être dé�nis à partir de la fontion de transfert du système.

Les zéros d'une fontion de transfert sont les valeur de la variable omplexe p pour

lesquelles la fontion de transfert est nulle.

Les p�les d'une fontion de transfert sont les valeurs de la variable omplexe p pour

lesquelles la fontion de transfert est in�nie.

Les p�les et les zéros d'une fontion de transfert sont représentés par une arte de

p�les et zéros. Les zéros sont représentés par des erles (◦) et les p�les par des roix (×).
Ce diagramme donne de l'information sur le type de système et le type de réponse du

système, et peut être une façon rapide d'analyse du système.

La �gure 4.2 représente le diagramme des p�les et zéros de la fontion de transfert

G(p) =
p+ 2

p(p+ 3)(p2 + 2p+ 2)

4.5 Performanes des systèmes asservis

La réponse d'un système donné à une grandeur d'entrée donnée est aratérisée par

ertaines performanes. En général, la réponse d'un système omprend toujours un régime

transitoire qui traduit le début de la réponse et un régime permanent qui indique que la

réponse a atteint sa valeur �nale. Ainsi, les performanes se divisent en deux atégories.

La première atégorie regroupe les performanes propres au régime transitoire et la se-

onde rassemble les performanes qui aratérisent le omportement du système en régime

permanent.

L'objetif d'une loi de ommande est généralement la rédution de la durée du régime

transitoire tout en assurant un régime permanent ave une erreur aeptable.
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Figure 4.2 � Diagramme des p�les et zéros

Les performanes d'un systèmes asservi sont généralement déterminées à partir de

la réponse du système à une grandeur d'entrée en éhelon unitaire. Les ritères de per-

formane typiques qui sont utilisés pour aratériser la réponse transitoire d'un système

linéaire assoié à une grandeur d'entrée en éhelon unitaire se résumant au dépassement,

au temps de réponse, au temps de montée et au retard.

4.5.1 Temps de montée

Le temps de montée d'un système est le temps mis par sa sortie pour passer de 10%

de sa valeur �nale à 90% de sa valeur �nale.

tr = t0.9 − t0.1 (4.8)

4.5.2 Dépassement maximal

Ce paramètre est spéi�que aux systèmes du seond ordre dont le oe�ient d'amortis-

sement ζ est inférieur à 1. Il aratérise l'amplitude des osillations de la réponse indiielle,

il est dé�ni omme étant la déviation maximale de la grandeur de sortie par rapport à la

valeur prise par ette même grandeur de sortie en régime permanent. Il est dé�ni par:

D = ymax − y(∞) (4.9)

Généralement, le dépassement maximal est alulé en pourentage relativement à la valeur

�nale de la sortie:

D% =
ymax − y(∞)

y(∞)
× 100 (4.10)
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À la déviation maximale orrespond un temps appelé temps de pi. Ce temps est généra-

lement désigné par tp.

Le dépassement maximal est souvent utilisé pour mesurer la stabilité relative d'un

système de ommande. Un système ave un dépassement élevé est indésirable.

t

y(t)

1.00

tp

1.05

0.95
0.9

0.1

0.5

td

tr

Dépassement

Maximal

Temps de

réponse

Temps de

montée

Figure 4.3 � Réponse indiielle typique illustrant les spéi�ations temporelles

4.5.3 Rapidité

La rapidité est aratérisé par le temps que met le système à réagir à une variation

brusque du signal d'entrée. Cependant, la valeur �nale étant le plus souvent atteinte de

manière asymptotique(système stable), on retient alors omme ritère prinipal d'évalua-

tion de la rapidité d'un système, le temps de réponse.

En pratique, on utilise le temps de réponse à 5% appelé aussi temps d'établissement

'est le temps mis par la sortie du système pour entrer dans la bande omprise entre ±5%

de sa valeur �nale. Un système asservi est d'autant plus rapide que le temps de réponse

à 5% est ourt.

Le temps de réponse à 5% aratérise la durée de la phase transitoire. C'est une des

aratéristiques importantes des systèmes asservis. On herhera souvent à diminuer e

temps de réponse, sans que ela soit au détriment d'autres performanes.
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4.5.4 Stabilité

On dit qu'un système est stable si, éarté de sa position par une ause extérieure, il

revient vers ette position lorsque la ause disparaît.

Un système est stable si pour une entrée bornée la réponse du système reste bornée.

le boulage d'un système peut rendre elui-i instable.

La réponse d'un système linéaire invariant à une exitation omporte deux ompo-

santes:

� un terme stationnaire diretement relié à l'entrée.

� un terme transitoire qui est soit exponentiel ou osillatoire ave une enveloppe de

forme exponentielle.

Si les termes exponentiels s'a�aiblissent ave le temps alors le système est dit stable. Par

ontre si les termes exponentiels roient ave le temps alors le système est instable.

a-stable b-instable

Figure 4.4 � Point d'équilibre stable et instable

4.5.5 Préision

La préision quali�e l'aptitude d'un système à atteindre la valeur désirée. Elle est

aratérisée par l'erreur e(t) entre la onsigne et la valeur de la sortie en régime permanent;

on paarle alors de préision statique. Plus l'éart statique est petit plus le système est

préis.

4.5.6 Retard

Le retard td est dé�ni omme le temps requis pour la réponse indiielle atteint 50 %

de sa valeur �nale.
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4.6 Système du premier ordre

4.6.1 Forme standard

Soit l'équation di�érentielle du premier ordre:

a1
dy

dt
+ a0y = b0x (4.11)

En appliquant la transformation de Laplae ave des onditions initiales nulles:

a1pY (p) + a0Y (p) = b0X(p)

(a1p+ a0)Y (p) = b0X(p)

La fontion de transfert du système est alors donnée par:

G(p) =
Y (p)

X(p)
=

b0
a1p+ a0

(4.12)

Pour obtenir la forme standard on divise par a0

G(p) =
Y (p)

X(p)
=

b0
a0

a1
a0
p+ 1

(4.13)

qui peut être érite sous la forme:

G(p) =
Y (p)

X(p)
=

K

Tp+ 1
(4.14)

L'équation 4.14 est la forme standard de la fontion de transfert d'un système du premier

ordre. K est le gain statique et T est la onstante du temps.

4.6.2 Réponse impulsionnelle du système du premier ordre

La réponse du système du premier ordre à une entrée impulsionnelle d'amplitude égale

à A est donnée par:

Y (p) =
AK

1 + Tp
=

AK/T

p+ 1/T
=

AK

T

(

1

p+ 1/T

)

(4.15)

La réponse temporelle, représentée par la �gure 4.5, est alors donnée par:

y(t) =
AK

T
e−

t
T

(4.16)
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Figure 4.5 � Réponse impulsionnelle d'un système du premier ordre

4.6.3 Réponse indiielle du système du premier ordre

La réponse du système du premier ordre à un éhelon unitaire est donnée par:

Y (p) =
K

p (1 + Tp)
= K

(

1/T

p (p+ 1/T )

)

(4.17)

La réponse temporelle, représentée par la �gure 4.6, est alors donnée par:

y(t) = K
(

1− e−
t
T

)

(4.18)

Pour un gain unitaire K = 1, la réponse est donnée par:

y(t) =
(

1− e−
t
T

)

(4.19)

4.6.4 Réponse d'un système du premier ordre à une rampe

La réponse du système du premier ordre à un éhelon unitaire est donnée par:

Y (p) =
K

p2 (1 + Tp)
= K

(

1/T

p2 (p + 1/T )

)

(4.20)

Y (p) = −KT

p
+

K

p2
+

KT

p+ 1/T
(4.21)

La réponse temporelle, représentée par la �gure 4.7, est alors donnée par:

y(t) = K
[

t− T
(

1− e−
t
T

)]

(4.22)

Pour un gain unitaire K = 1, la réponse est donnée par:

y(t) = t− T
(

1− e−
t
T

)

(4.23)
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Figure 4.6 � Réponse indiielle d'un système du premier ordre
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y(t)
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Figure 4.7 � Réponse d'un système du premier ordre à une rampe unitaire
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t
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Figure 4.8 � Détermination de la onstante de temps à partir de la réponse indiielle

d'un système du premier ordre

4.6.5 Détermination expérimentale de la onstante du temps à

partir de la réponse indiielle

Première méthode: La onstante du temps du temps est le temps néessaire pour

atteindre 63.2% de la valeur �nale.

Deuxième méthode: La onstante du temps orrespond à l'instant d'intersetion de

la tangente à t = 0 ave la droite de la valeur �nale.

Puisque

s(t) = 1− e
−t
T

(4.24)

alors

ds(t)

dt
=

1

T
e

−t
T

(4.25)

ds(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=0

=
1

T
(4.26)

L'équation de la droite tangente au point zéro est donnée par:

y(t) =
t

T
⇒ y(T ) = 1 (4.27)

De la même façon la tangente de la réponse à un point d'absisse t1 est donnée par:

ds(t)

dt

∣

∣

∣

∣

t=t1

=
1

T
e

−t1
T

(4.28)

L'équation de la droite tangente au point d'absisse t1 est donnée par:

y(t) =

(

t− t1
T

− 1

)

e
−t1
T + 1 (4.29)
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À l'instant T + t1 on a y(T + t1) = 1, la onstante de temps peut être déterminée en

traçant la tangente à un point de la réponse d'absisse t1. La onstante de temps est

alors est égale à la di�érene entre l'absisse du point d'intersetion de la tangente ave

la droite y(t) = 1 et t1.

Formule de Bureau

Si la onstante de temps est très grande(as des systèmes thermiques et hydrauliques),

il faut beauoup de temps pour atteindre la valeur �nale. Or, si la valeur �nale est inonnue

on ne peut pas identi�er le système. La formule de Bureau permet de déterminer la valeur

�nale y(∞) en n'ayant enregistré qu'une partie de la réponse. Ce temps d'enregistrement

est alors divisé en deux, ainsi on peut mesurer la valeur de la sortie à l'instant t1 et on

pose y1 = y(t1) et pour t = 2t1 et on pose y2 = y(t2).

Alors on a:

y1 = y(∞)
(

1− e−
t1
τ

)

, et y2 = y(∞)
(

1− e−
2t1
τ

)

(4.30)

alors, d'une part on a

y21 = y(∞)2
(

1− e−
t1
τ

)2

= y(∞)2
(

1− 2e−
t1
τ + e−

2t1
τ

)

(4.31)

et d'autre part, on a

2y1 − y2 = 2y(∞)
(

1− e−
t1
τ

)

− y(∞)
(

1− e−
2t1
τ

)

= y(∞)
(

1− 2e−
t1
τ + e−2

t1
τ

)

(4.32)

Alors y(∞) peut être déterminée par:

y(∞) =
y21

2y1 − y2
(4.33)

D'une façon générale

y(∞) =
y2(t1)

2y(t1)− y(2t1)
(4.34)

4.7 Système du seond ordre

4.7.1 Forme standard

Considérons l'équation di�érentielle du seond ordre:

a2
d2y

dt2
+ a1

dy

dt
+ a0y(t) = b0u(t) (4.35)
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Figure 4.9 � Formule de Bureau

En appliquant la transformée de Laplae ave des onditions initiales nulles

a2p
2Y (p) + a1pY (p) + a0Y (p) = b0U(p) (4.36)

Alors la fontion de transfert est

G(p) =
Y (p)

U(p)
=

b0
a2p2 + a1p + a0

(4.37)

La forme standard est obtenue en divisant le numérateur et le dénominateur par a0

G(p) =
b0
a0

a2
a0
p2 + a1

a0
p+ 1

(4.38)

qui peut être érite ome

G(p) =
K

1
ω2
n
p2 + 2ζ

ωn
p+ 1

(4.39)

G(p) =
Kωn

p2 + 2ζωnp + ω2
n

(4.40)

Les équations 4.39 et 4.40 sont la forme standard de la fontion de transfert d'un système

du seond ordre ave K le gain statique, wn est la fréquene naturelle du système non

amorti et ζ le oe�ient d'amortissement.

4.7.2 Réponse impulsionnelle d'un système du seond ordre

La réponse impulsionnelle d'un système de seond ordre est donnée par:

Y (p) =
Kω2

n

p2 + 2ζωnp+ ω2
n

(4.41)
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Cas ζ ≥ 1

Dans le as ζ > 1, le système possède deux p�les réels négatifs

p2 + 2ζωnp+ ω2
n = 0 ⇒ p1,2 = −ωn

(

ζ ±
√

ζ2 − 1
)

(4.42)

Y (p) =
c11

p+ ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
) +

c21

p+ ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
)

(4.43)

ave

c11 =
(

p+ ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
))

Y (p)
∣

∣

∣

p=−ωn

(

ζ+
√

ζ2−1
)

=
Kω2

n

p+ ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p=−ωn

(

ζ+
√

ζ2−1
)

=
Kω2

n

−ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
)

+ ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1)
)

= − Kωn

2
√

ζ2 − 1

c21 =
(

p+ ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
))

Y (p)
∣

∣

∣

p=−ωn

(

ζ−
√

ζ2−1
)

=
Kω2

n

p+ ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
)

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p=−ωn

(

ζ−
√

ζ2−1
)

=
Kω2

n

−ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
)

+ ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
)

=
Kωn

2
√

ζ2 − 1

Alors

Y (p) =
Kωn

2
√

ζ2 − 1





1

p+ ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
) − 1

p + ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
)





(4.44)

En utilisant la transformée de Laplae inverse, la réponse impulsionnelle, représentée sur

la �gure 4.10, est:

y(t) =
Kωn

2
√

ζ2 − 1

[

e
−ωn

(

ζ−
√

ζ2−1
)

t − e
−ωn

(

ζ+
√

ζ2−1
)

t

]

(4.45)

y(t) =
Kωn

2
√

ζ2 − 1
e−ζωnt

[

eωn

√
ζ2−1t − e−ωn

√
ζ2−1t

]

(4.46)
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Figure 4.10 � Réponse impulsionnelle d'un système de seond ordre pour ζ ≥ 1

Pour ζ = 1, le système possède un p�le double p1 = p2 = −ωn.

Y (p) =
Kω2

n

p2 + 2ωnp+ ω2
n

=
Kω2

n

(p2 + ωn)
2 (4.47)

La réponse impulsionnelle, dans le as ζ = 1, représentée par la �gure 4.10 en violet, est

y(t) = Kte−ωnt
(4.48)

La réponse impulsionnelle est maximale à l'instant tp tel que

y′(tp) = 0 (4.49)

Alors on a

y′(t) = − Kζω2
n

2
√

ζ2 − 1
e−ζωnt

[

eωn

√
ζ2−1t − e−ωn

√
ζ2−1t

]

+
Kω2

n

2
e−ζωnt

[

eωn

√
ζ2−1t + e−ωn

√
ζ2−1t

]

y′(t) =
Kω2

n

2
e−ζωnt

[

e−ωn

√
ζ2−1t

(

1 +
ζ

√

ζ2 − 1

)

+ eωn

√
ζ2−1t

(

1− ζ
√

ζ2 − 1

)]

y′(t) =
Kω2

n

2
√

ζ2 − 1
e−ζωnt

[

e−ωn

√
ζ2−1t

(

√

ζ2 − 1 + ζ
)

+ eωn

√
ζ2−1t

(

√

ζ2 − 1− ζ
)]

y′(tp) = 0 ⇒ e−ωn

√
ζ2−1tp

(

√

ζ2 − 1 + ζ
)

+ eωn

√
ζ2−1tp

(

√

ζ2 − 1− ζ
)

= 0

eωn

√
ζ2−1tp

(

ζ −
√

ζ2 − 1
)

= e−ωn

√
ζ2−1tp

(

ζ +
√

ζ2 − 1
)

e2ωn

√
ζ2−1tp =

ζ +
√

ζ2 − 1

ζ −
√

ζ2 − 1
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Figure 4.11 � Réponse impulsionnelle d'un système de seond ordre pour ζ ≥ 1

2ωn

√

ζ2 − 1tp = ln
(

ζ +
√

ζ2 − 1
)

− ln
(

ζ −
√

ζ2 − 1
)

tp =
ln
(

ζ +
√

ζ2 − 1
)

− ln
(

ζ −
√

ζ2 − 1
)

2ωn

√

ζ2 − 1

Cas ζ < 1

La réponse impulsionnelle d'un système de seond ordre est donnée par:

Y (p) =
Kω2

n

p2 + 2ζωnp+ ω2
n

(4.50)

Y (p) peut être érite sous la forme

Y (p) =
Kωn

√

1− ζ2
· ωn

√

1− ζ2

(p+ ζωn)
2 + ω2

n(1− ζ2)
(4.51)

En appliquant la transformée de Laplae inverse on obtient la réponse impulsionnelle y(t)

représentée sur la �gure 4.12:

y(t) =
Kωn

√

1− ζ2
e−ζωnt sin

(

ωn

√

1− ζ2t
)

(4.52)

4.7.3 Réponse indiielle d'un système de seond ordre

Considérons un système de seond ordre de gain statique K. Pour un éhelon unitaire

la transformée de Laplae de la sortie est donnée par:

Y (p) =
Kω2

n

p (p2 + 2ζωnp+ ω2
n)

(4.53)
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Figure 4.12 � Réponse impulsionnelle d'un système de seond ordre pour ζ < 1

Cas ζ ≥ 1

Dans le as ζ > 1, le système possède en plus du p�le nul p1 = 0 deux p�les réels

négatifs

p2 + 2ζωnp+ ω2
n = 0 ⇒ p2,3 = −ωn

(

ζ ±
√

ζ2 − 1
)

(4.54)

Y (p) =
c11
p

+
c21

p+ ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
) +

c31

p+ ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
)

(4.55)
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ave

c11 = pY (p)|p=0 = K

c21 =
Kω2

n

p
(

p+ ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p=−ωn

(

ζ+
√

ζ2−1
)

=
Kω2

n
(

−ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
))(

−ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
)

+ ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
))

=
K

2
√

ζ2 − 1
(

ζ +
√

ζ2 − 1
)

c31 =
(

p+ ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
))

Y (p)
∣

∣

∣

p=−ωn

(

ζ−
√

ζ2−1
)

=
Kω2

n

p
(

p+ ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
))

∣

∣

∣

∣

∣

∣

p=−ωn

(

ζ−
√

ζ2−1
)

=
Kω2

n
(

−ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
))(

−ωn

(

ζ −
√

ζ2 − 1
)

+ ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
))

= − K

2
√

ζ2 − 1
(

ζ −
√

ζ2 − 1
)

Alors

Y (p) =
K

p
+

K

2
√

ζ2−1
(

ζ+
√

ζ2−1
)

p+ ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
) −

K

2
√

ζ2−1
(

ζ−
√

ζ2−1
)

p+ ωn

(

ζ +
√

ζ2 − 1
)

(4.56)

En utilisant la transformée de Laplae inverse:

y(t) = u(t) +
K

2
√

ζ2 − 1
(

ζ +
√

ζ2 − 1
)e

−ωn

(

ζ+
√

ζ2−1
)

t

− K

2
√

ζ2 − 1
(

ζ −
√

ζ2 − 1
)e

−ωn

(

ζ−
√

ζ2−1
)

t
(4.57)

Pour ζ = 1, le système possède en plus du p�le nul p1 = 0, un p�le double p2 = p3 = −ωn.

La réponse indiielle, représentée par la �gure 4.13, est

y(t) = K
[

u(t)− e−ωnt (1 + ωnt)
]

(4.58)
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Figure 4.13 � Réponse indiielle d'un système du seond ordre pour ζ ≥ 1

Cas ζ < 1

En utilisant l'expansion en frations simples:

Y (p) =
c11
p

+
Ap+B

p2 + 2ζωnp + ω2
n

(4.59)

c11 = pY (p)|p=0 = K

Y (p) =
K

p
+

Ap+B

p2 + 2ζωnp+ ω2
n

=
(K + A) p2 + (2Kζωn +B) p+Kω2

n

p (p2 + 2ζωnp+ ω2
n)

(4.60)

Par identi�ation:

{

K + A = 0

2Kζωn +B = 0
⇒
{

A = −K

B = −2Kζωn

(4.61)

alors

Y (p) = K

[

1

p
− p+ 2ζωn

p2 + 2ζωnp+ ω2
n

]

= K

[

1

p
− p+ 2ζωn

(p+ ζωn)
2 + ω2

n − ζ2ω2
n

]

= K







1

p
− p+ 2ζωn

(p + ζωn)
2 +

(

ωn

√

1− ζ2
)2






(4.62)

Y (p) = K







1

p
− p+ ζωn

(p+ ζωn)
2 +

(

ωn

√

1− ζ2
)2 − ζωn

ωn

√

1− ζ2
ωn

√

1− ζ2

(p+ ζωn)
2 +

(

ωn

√

1− ζ2
)2







(4.63)
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Y (p) = K







1

p
− p+ ζωn

(p+ ζωn)
2 +

(

ωn

√

1− ζ2
)2 − ζ

√

1− ζ2
ωn

√

1− ζ2

(p+ ζωn)
2 +

(

ωn

√

1− ζ2
)2







(4.64)

La transformée de Laplae inverse donne

y(t) = K

[

u(t)− e−ζωnt

{

cos
(

ωn

√

1− ζ2
)

t+
ζ

√

1− ζ2
sin
(

ωn

√

1− ζ2
)

t

}]

(4.65)

Lorsque ζ = 0

y(t) = K (1− cosωnt) (4.66)

la sortie est un signal sinusoidal dont la pulsation est ωn.

Pour ζ < 1, on pose:

ϕ = arccos ζ (4.67)

Alors on a

cosϕ = ζ et sinϕ =
√

1− ζ2 (4.68)

e qui donne

y(t) = K

[

u(t)− 1
√

1− ζ2
e−ζωnt

{

√

1− ζ2 cos
(

ωn

√

1− ζ2
)

t+ ζ sin
(

ωn

√

1− ζ2
)

t
}

]

(4.69)

y(t) = K

[

u(t)− 1
√

1− ζ2
e−ζωnt

{

sinϕ cos
(

ωn

√

1− ζ2
)

t+ cosϕ sin
(

ωn

√

1− ζ2
)

t
}

]

(4.70)

alors on a

y(t) = K

[

u(t)− e−ζωnt

√

1− ζ2
sin
(

ωn

√

1− ζ2t + ϕ
)

]

(4.71)

ave

ϕ = arccos ζ (4.72)

La sortie est un signal sinusoidal amortie, �gure 4.14, dont la fréquene des osillation

est:

ωd = ωn

√

1− ζ2 (4.73)

ωd est appelé la fréquene naturelle amortie. Alors

y(t) = K

[

u(t)− e−ζωnt

√

1− ζ2
sin (ωdt + ϕ)

]

(4.74)
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Figure 4.14 � Réponse indiielle d'un système du seond ordre pour ζ < 1

4.7.4 Détermination expérimentale des paramètres à partir de la

réponse indiielle

Le gain statique du système K, le oe�ient d'amortissement ζ , et la pulsation natu-

relle ωn peuvent être déterminés à partir de deux points (t1, y1) et (t2, y2) et de la sortie

au régime permanent y(∞).

Pour déterminer les relations entre les variables onnues et les variables à estimer on va

utiliser le fait que la dérivée de la réponse indiielle par rapport au temps s'annule aux

points tn (extremum loaux).

Puisque l'entrée est un éhelon unitaire, le gain statique est égal à la sortie au régime

permanent K = y(∞).

La réponse indiielle du système dans le as ζ < 1 présente un dépassement D et une

osillation de pseudo-période Td omme le montre la �gure 4.15:

y(t) = K

[

1− 1
√

1− ζ2
e−ζωnt sin

(

ωn

√

1− ζ2t+ ϕ
)

]

, ϕ = arccos ζ (4.75)

Le gain statique est obtenu par:

K = y(∞) (4.76)
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Figure 4.15 � Système du seond ordre ζ < 1

La dérivée de y(t) par rapport au temps est donnée par:

ẏ(t) =
Kωn

√

1− ζ2
e−ζωnt

[

ζ sin
(

ωn

√

1− ζ2t+ ϕ
)

−
√

1− ζ2 cos
(

ωn

√

1− ζ2t + ϕ
)]

(4.77)

ẏ(t) =
Kωn

√

1− ζ2
e−ζωnt

[

cosϕ sin
(

ωn

√

1− ζ2t+ φ
)

− sinϕ cos
(

ωn

√

1− ζ2t+ φ
)]

(4.78)

ẏ(t) =
Kωn

√

1− ζ2
e−ζωnt sin

(

ωn

√

1− ζ2t
)

(4.79)

Chaque extremum loal véri�e la relation:

ẏ(tn) = 0 ⇔ sin
(

ωn

√

1− ζ2tn

)

= 0 ⇒ tn =
nπ

ωn

√

1− ζ2
(4.80)

Les maximas de la réponse indiielle interviennent don aux instants:

tn =
nπ

ωn

√

1− ζ2
(4.81)

En remplaçant dans l'expression de la réponse indiielle (4.75) :

y(tn) = K

[

1− 1
√

1− ζ2
e
− nπζ√

1−ζ2 sin (nπ + φ)

]

(4.82)

= K

[

1− (−1)n
(

e
− πζ√

1−ζ2

)n]

(4.83)

= K [1− (−1)nMn] , M = e
− πζ√

1−ζ2
(4.84)
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La valeur de dépassement Dn est alors donnée par:

Dn =
y(tn)−K

K
=

K [1− (−1)nMn]−K

K
, n ≥ 0 (4.85)

Dn = (−1)n+1e
− nπζ√

1−ζ2 , n ≥ 0 (4.86)

La proédure d'identi�ation est alors :

1. K = y(∞),

2. y1 = K(1 +M), y2 = K(1−M2) ⇒ M = y1−y2
y1

,

3. M = e
− πζ√

1−ζ2 ⇒ ζ =

∣

∣

∣

∣

lnM√
π2+ln2 M

∣

∣

∣

∣

,

4. t1 =
π

ωn

√
1−ζ2

, t2 =
2π

ωn

√
1−ζ2

⇒ ωn = π

(t2−t1)
√

1−ζ2
, τn = 1

ωn

4.8 Généralisation

Un intérêt partiulier a été aordé dans les paragraphes préédents aux systèmes

d'ordres un et deux. Les notions de base abordées jusqu'à présent s'étendent aux systèmes

d'ordre supérieur à deux, mais la aratérisation théorique de leurs réponses est plus

déliate.

La réponse transitoire d'un système d'ordre n supérieur à 2 peut être fortement mar-

quée par ertains p�les plut�t que d'autres. Ces p�les dits dominants sont situés près

de l'axe imaginaire dans la arte des p�les. Ils orrespondent à des onstantes de temps

élevées ou à des amortissements faibles.

Les aratéristiques transitoires des systèmes d'ordre supérieur à deux ne peuvent être

alulées algébriquement sans que l'on passe par des approximations. Lorsque elles�i

sont justi�ées, on obtient généralement une évaluation raisonnable de es aratéristiques.

Considérons une fontion de transfert onstituée exlusivement de p�les telle que:

G(p) =
K

n
∏

i=1

(p+ pi)
(4.87)

Il s'agit don, selon la valeur de l'ordre n, d'un assemblage de blos du premier et/ou du

seond ordre se omportant haun omme un �ltre pass-bas. Si on onsidère que la bande

passante globale est imposée par les onstantes de temps (1/pi) les plus grandes, alors e

sont les p�les −pi les plus prohes de l'origine du plan omplexe qui imposent le mode de

omportement général du système. La �gure 4.17 montre que le système du 4ème ordre

G(p) =
800

(p+ 1)(p+ 20)(p2 + 4p+ 40)
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présente un mode dominant du premier ordre. En e�et, pour la réponse indiielle du

système, représentée sur la �gure 4.17, les exponentielles, ayant l'exposant le plus négatif,

disparaissent très vite devant les autres, au fur et à mesure que le temps s'aroît.

Y (p) =
1

p
· 800

(p+ 1)(p+ 20)(p2 + 4p+ 40)
=

800

(p+ 1)(p+ 20)(p2 + 4p+ 40)

Y (p) =
1

p
− 1.1380

p+ 1
+

0.0058

p+ 20
+

0.1322(p+ 2)

(p+ 2)2 + 36
− 2× 0.0631

6
· 6

(p+ 2)2 + 36

La réponse indiielle est alors

y(t) = u(t)− 1.1380e−t + 0.0058e−20t + e−2t (0.1322 cos 6t− 0.0210 sin 6t)

Puisque les exponentielles e−20t
et e−2t

disparaissent plus rapidement que e−t
, le système

du 4ème ordre peut être approhé par un système du premier ordre de la forme

Gm(p) =
1

p+ 1

La réponse indiielle du système d'ordre un utilisé pour l'approximation est donnée par:

ym(t) = u(t)− e−t

L'erreur d'approximation est représentée sur la �gure 4.16
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0 2 4 6 8

0

0.125

0.25

Figure 4.16 � Erreur d'approximation
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Figure 4.17 � Exemple de mode dominant


