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Chapitre 2

Transformées de Laplae

2.1 Dé�nition

Considérant une fontion réelle d'une variable réelle f(t) telle que f(t) = 0 pour t < 0,

on dé�nit sa transformée de Laplae L [f(t)] omme la fontion F de la variable omplexe

p telle que:

F (p) =

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt (2.1)

La fontion F (p) est une fontion omplexe d'une variable omplexe p (ave p = σ+ jω).

La transformée de Laplae d'une fontion f(t) n'existe pas dans tous les as: il est nées-

saire que l'intégrale i�dessus onverge. On démontre que ette onvergene est véri�ée

si la partie réelle σ de la variable p est supérieure à une valeur donnée γ appelée seuil

de onvergene. D'une manière plus générale, la transformation de Laplae est une appli-

ation de l'espae des fontions du temps (nulles pour t < 0) vers l'espae des fontions

omplexes d'une variable omplexe. La fontion f(t) s'appelle l'original de F (p), ou enore

sa transformée inverse.

2.1.1 Conditions d'existene

Une fontion f(t) admets une transformée de Laplae F (p) si l'intégral du seond

membre de l'équation 2.1 a un sens. Tel est le as si la fontion f(t) est intégrable et ne

roît pas plus vite, lorsque t tend vers l'in�ni, qu'une exponentielle. En e�et, si la partie

réelle de la variable omplexe p est hoisie assez grande, le fateur e−pt
forera f(t)e−pt

à tendre vers zéro pour t in�ni et l'intégrale à onverger. La partie réelle de p doit être

supérieure à une valeur γ:

Re p > γ (2.2)

dite seuil de dé�nition de la transformée de Laplae de f(t).
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Exemple 2.1. Transformée de Laplae de la fontion éhelon unitaire u(t) dé�nie par:

u(t) =

{

1 t ≥ 0

0 t < 0

L [u(t)] =

∫ ∞

0

e−ptdt

=

[

−1

p
e−pt

]∞

0

= −1

p
[0− 1] =

1

p

Exemple 2.2. Transformée de Laplae de la fontion exponentielle dé�nie par:

f(t) =

{

e−αt t ≥ 0

0 t < 0

L [f(t)] =

∫ ∞

0

e−αte−ptdt

=

[

−1

p
e−(p+α)t

]∞

0

= − 1

p+ α
[0− 1] =

1

p+ α

2.2 Propriétés fondamentales de la transformée de La-

plae

Les propriétés qui suivent sont fondamentales ar elles permettent de aluler faile-

ment (sans utiliser la dé�nition de la transformée de Laplae) les transformées de Laplae

de ertains signaux.

2.2.1 Linéarité

La linéarité de la transformation de Laplae résulte naturellement de la linéarité de

l'intégration. Il s'agit là, malgré des apparenes de simpliité, d'une des propriétés les

plus importantes. Soit F (p) et G(p) les transformées de Laplae des fontions f(t) et g(t)

respetivement

L [αf(t) + βg(t)] = αF (p) + βG(p) (2.3)

résultat des propriétés d'additivité de d'homogénéité

L [f(t) + g(t)] = F (p) +G(p) (2.4)

L [αf(t)] = αF (p) (2.5)
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Démonstration

L [αf(t) + βg(t)] =

∫ ∞

0

(αf(t) + βg(t)) e−ptdt

= α

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt+ β

∫ ∞

0

g(t)e−ptdt

= αF (p) + βG(p)

2.2.2 Transformée de Laplae d'une dérivée

Soit f(t) une fontion du temps et F (p) sa transformée de Laplae. On montre que la

transformée de Laplae de sa dérivée première se alule simplement en fontion de F (p):

df

dt

L−→ pF (p)− f(0) (2.6)

De même, la transformée de Laplae de la dérivée d'ordre n est:

dnf

dtn
L−→ pnF (p)−

n−1
∑

k=0

pn−k−1f (k)(0) (2.7)

Par exemple:

d2f

dt2
L−→ p2F (p)− pf(0)− f ′(0) (2.8)

Démonstration

En utilisant l'intégration par partie:

L [f ′(t)] =

∫ ∞

0

f ′(t)e−ptdt

=
[

f(t)e−pt
]∞
0
+ p

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt

= 0− f(0) + pF (p)

= F (p)− f(0)

Une première onstatation s'impose en observant es expressions: la transformation de

Laplae transforme l'opérateur dérivation en un opérateur arithmétique. Il faut noter que

l'on retrouve dans es expressions les onditions initiales, 'est�à�dire les valeurs en t = 0

des dérivées suessives d'ordres inférieurs à l'ordre de dérivation onsidéré.

Remarque: Dans le as où es onditions initiales sont nulles, e qui est a priori très

souvent le as, on peut retenir simplement les relations suivantes :

df

dt
L−→ pF (p);

dnf

dtn
→ pnF (p) (2.9)
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2.2.3 Dérivée de la transformée

Soit f(t) une fontion du temps et F (p) sa transformée de Laplae. Alors

tf(t)
L−→ −dF (p)

dp
(2.10)

De même, la dérivée d'ordre n de la transformée de Laplae véri�e:

tnf(t)
L−→ (−1)n

dnF (p)

dpn
(2.11)

Démonstration

dF (p)

dp
= −

∫ ∞

0

tf(t)e−ptdt ⇒
∫ ∞

0

tf(t)e−ptdt = −dF (p)

dp

Alors

L [tf(t)] = −dF (p)

dp

2.2.4 Transformée de Laplae d'une primitive

Soit g(t) la primitive d'une fontion f(t) et F (p) la transformée de Laplae de ette

fontion. On a :

L

[

g(t) =

∫

f(t)

]

=
F (p)

p
+

g(0)

p
(2.12)

Là enore, l'opérateur intégration se trouve hangé en un opérateur arithmétique dans

l'espae des transformées de Laplae.

Démonstration

G(p) =

∫ ∞

0

g(t)e−ptdt

=

[

−1

p
g(t)e−pt

]∞

0

+
1

p

∫ ∞

0

f(t)e−ptdt

=
g(0)

p
+

F (p)

p

Remarque : Dans le as où la ondition initiale g(0) est nulle, e qui est a priori très

souvent le as, on peut retenir simplement la relation suivante:

L

[

g(t) =

∫

f(t)dt

]

F (p)

p
(2.13)
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2.2.5 Propriétés de hangement d'éhelle

L [f(αt)] =
1

α
F (

1

α
p) (2.14)

Démonstration

L [f(αt)] =

∫ ∞

0

f(αt)e−ptdt

On utilise le hangement de variable τ = αt

τ = αt ⇒ dτ = αdt ⇒ dt =
dτ

α

L [f(αt)] =

∫ ∞

0

f(αt)e−ptdt

=
1

α

∫ ∞

0

f(τ)e−
p

α
tdτ

=
1

α

∫ ∞

0

f(τ)e−p′tdτ p′ =
α
p

=
1

α
F (p′)

On remplae p′

L [f(αt)] =
1

α
F

(

1

α
p

)

2.2.6 Théorème du retard

Soit la fontion f(t) et sa transformée de Laplae F (p) alors:

L [f(t− τ)] = e−pτF (p) (2.15)

Démonstration

L [f(t− τ)] =

∫ ∞

0

f(t− τ)e−ptdt
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t

f(t)

t

f(t− τ)

τ

Figure 2.1 � Représentation temporelle d'un signal retardé

On pose t′ = t− τ alors dt = dt′, t → ∞ ⇒ t′ → ∞ et t = 0 ⇒ t′ = −τ .

L [f(t− τ)] =

∫ ∞

−τ

f(t′)e−p(t′+τ)dt′

= e−pτ

∫ 0

−τ

f(t′)e−pt′dt′ + e−pτ

∫ ∞

0

f(t′)e−pt′dt′

= e−pτ

∫ ∞

0

f(t′)e−p′dt′, puisque f(t′) = 0 pour t < 0

= e−pτF (p)

2.2.7 Déalage fréquentiel

Soit la fontion f(t) et sa transformée de Laplae F (p) alors:

e−αtf(t)
L−→ F (p+ α) (2.16)

Démonstration

L
[

e−αtf(t)
]

=

∫ ∞

0

e−αtf(t)e−ptdt =

∫ ∞

0

f(t)e−(pα)tdt

En appliquant le hangement de variable p′ = p+ α:

L
[

e−αtf(t)
]

=

∫ ∞

0

f(t)e−p′tdt = F (p′)

On remplaçant p′ par p+ α alors

e−αtf(t)
L−→ F (p+ α) (2.17)

2.2.8 Théorème de la valeur initiale

Soit la fontion f(t) et sa transformée de Laplae F (p) alors, si les limites existent:

lim
t→0

f(t) = lim
p→∞

pF (p) (2.18)
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Démonstration

La transformée de Laplae de la dérivée :

L [f ′(t)] = pF (p)− f(0), L [f ′(t)] =

∫ ∞

0

f ′(t)e−ptdt

alors

lim
p→∞

∫ ∞

0

f ′(t)e−ptdt = lim
p→∞

(pF (p)− f(0))

or

lim
p→∞

∫ ∞

0

f ′(t)e−ptdt = 0

alors

lim
p→∞

(pF (p)− f(0)) = 0 ⇒ lim
p→∞

pF (p)− f(0) = 0 ⇒ f(0) = lim
p→∞

pF (p)

2.2.9 Théorème de la valeur �nale

Soit la fontion f(t) et sa transformée de Laplae F (p) alors:

lim
t→∞

f(t) = lim
p→0

pF (p) (2.19)

Démonstration

La transformée de Laplae de la dérivée f ′
d'une fontion f est donnée par:

L [f ′(t)] =

∫ ∞

0

f ′(t)e−ptdt

et d'autre part on a:

L [f ′(t)] = pF (p)− f(0)

Alors

∫ ∞

0

f ′(t)e−ptdt = pF (p)− f(0)

lim
p→0

∫ ∞

0

f ′(t)e−ptdt = lim
p→0

pF (p)− f(0)

∫ ∞

0

f ′(t)dt = lim
p→0

pF (p)− f(0)

[f(t)]∞0 = lim
p→0

pF (p)− f(0)

alors

lim
t→∞

f(t)− f(0) = lim
p→0

pF (p)− f(0) ⇒ lim
t→∞

f(t) = lim
p→0

pF (p)
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f(t) F (p)

δ(t):Impulsion 1

u(t) : Ehelon
1

p

t
1

p2

tn
n!

pn+1

e−at 1

p+ a

te−at 1

(p+ a)2

tne−at n!

(p+ a)n+1

sinωt
ω

p2 + ω2

cosωt
p

p2 + ω2

e−at sinωt
ω

(p+ a)2 + ω2

e−at cosωt
p+ a

(p+ a)2 + ω2

t sinωt
2ωp

(p2 + ω2)2

t cosωt
p2 − ω2

(p2 + ω2)2

Table 2.1 � Tableau des transformées de Laplae

2.2.10 Produit de onvolution

La transformée de Laplae du produit de onvolution de deux fontions intégrables

f(t) et g(t) noté f ∗ g et dé�ni par:

f ∗ g =

∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ (2.20)

est égale au produit des deux transformée de Laplae.

L [f ∗ g] = L

[
∫ t

0

f(τ)g(t− τ)dτ

]

= F (p)G(p) (2.21)
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2.3 Transformée de Laplae des signaux usuels

2.3.1 Éhelon unitaire

L'éhelon unitaire noté u(t) et représenté par la �gure 2.3 est dé�ni par:

u(t) =

{

1 t ≥ 0

0 t < 0
(2.22)

La transformée de Laplae de l'éhelon unitaire est:

t

u(t)

1

Figure 2.2 � Éhelon unitaire

L [u(t)] =
1

p
(2.23)

Compte tenu de la linéarité de la transformée de Laplae, un éhelon d'amplitude A a

pour transformée de Laplae:

L [Au(t)] =
A

p
(2.24)

2.3.2 Rampe ou éhelon de vitesse

La rampe ou l'éhelon de vitesse, notée r(t), est l'intégrale de la fontion éhelon

unitaire

r(t) = t · u(t) =
{

t t ≥ 0

0 t < 0
(2.25)

La transformée de Laplae de la rampe est alors

L [r(t)] =
1

p2
(2.26)
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t

r(t)

Figure 2.3 � Rampe

2.3.3 Impulsion unitaire

L'impulsion unitaire ou impulsion de Dira, notée δ(t), est obtenue par la dérivation

de l'éhelon unitaire et elle est nulle pour t 6= 0 et elle a une valeur in�nie à t = 0. Elle

est aratérisée par:

∫ ∞

0

δ(t)dt = 1, ∆(p) = L [δ(t)] = 1 (2.27)

Pour aluler la transformée de Laplae de l'impulsion de Dira, on l'approhe par une

t

δ(t)

Figure 2.4 � Impulsion unitaire

impulsion retangulaire, �gure 2.5, de durée τ et d'amplitude 1/τ . L'impulsion de Dira

est obtenue lorsque τ tend vers zéro.

∆(p) = L [δ(t)] = lim
τ→0

L [rec(t)] (2.28)
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t

rec(t)

1
τ

τ

Figure 2.5 � Modèle de l'impulsion unitaire

L [rec(t)] =

∫ ∞

0

rec(t)e−ptdt

=

∫ τ

0

1

τ
e−ptdt

=

[

− 1

τp
e−pt

]τ

0

=
1

τp

(

1− e−τp
)

∆(p) = lim
τ→0

1

τp

(

1− e−τp
)

(2.29)

On pose x = −τp alors

∆(p) = lim
x→0

ex − 1

x
= 1 (2.30)

2.3.4 Signal sinusoidal

Soit le signal sinusoidal s(t) dé�ni par:

s(t)

{

sinωt t ≥ 0

0 t < 0
(2.31)

En utilisant l'intégration par parties:

L [s(t)] =

∫ ∞

0

sinωte−ptdt

=

[

−e−pt

p
sinωt

]∞

0

+
ω

p

∫ ∞

0

cosωte−ptdt

=
ω

p

∫ ∞

0

cosωte−ptdt
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On utilise l'intégration par parties une deuxième fois:

S(p) =
ω

p

∫ ∞

0

cosωte−ptdt

=

[

−ωe−pt

p2
cosωt

]∞

0

− ω2

p2

∫ ∞

0

sinωte−ptdt

=
ω

p2
− ω2

p2

∫ ∞

0

sinωte−ptdt

=
ω

p2
− ω2

p2
S(p)

S(p) =
ω

p2
− ω2

p2
S(p) ⇒ S(p)

(

p2 + ω2
)

= ω (2.32)

Alors

L [sinωt] =
ω

p2 + ω2
(2.33)

On peut obtenir failement e résultat en utilisant la relation:

sinωt =
ejωt − e−jωt

2j
(2.34)

d'où

L [sinωt] = L

[

ejωt − e−jωt

2j

]

=
1

2j
L
[

ejωt
]

− 1

2j
L
[

e−jωt
]

=
1

2j

(

1

p− jω
− 1

p+ jω

)

=
ω

p2 + ω2

2.4 Transformée de Laplae inverse

De même qu'une fontion du temps peut avoir une transformée de Laplae, il est

possible à partir d'une fontion F (p) de retrouver son original, autrement dit la fontion

f(t) dont elle est la transformée de Laplae. Il s'agit ii de aluler une intégrale dans le

plan omplexe:

Si: f(t)
L−→ F (p) (2.35)

alors:

f(t) =

∫ c+j∞

c−j∞
F (p)eptdp (2.36)
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L'intégration se fait entre deux bornes omplexes dont la partie réelle est une onstante c

supérieure au seuil de onvergene γ de F (p).

Remarque: Les as où il faudra e�etivement aluler une transformée de Laplae

inverse à l'aide de ette expression sont extrêmement rares: nous verrons plus loin, qu'en

général, il su�t de onnaître une dizaine de transformées de Laplae usuelles et quelques

propriétés fondamentales pour retrouver l'original d'une fontion F (p).

2.4.1 Déomposition en frations simples

Considérons la fontion

F (p) =

m
∑

i=0

bip
i

n
∑

i=0

aipi
(2.37)

ave an = 1 et n ≥ m. L'équation

n
∑

i=0

aip
i = 0 (2.38)

admet n raines. Certaines raines peuvent être multiples.

La fontion rationnelle F (p) peut être érite sous la forme:

F (p) =

m
∑

i=0

bip
i

r
∏

i=1

(p+ pi)
ni

(2.39)

L'expansion de la fontion rationnelle F (p) en frations simples

F (p) = bn +

r
∑

i=1

ni
∑

k=1

cik

(p + pi)
k

(2.40)

où bn = 0 sauf dans le as où m = n. Les oe�ients cik sont donnés par:

cik =
1

(ni − k)!

dni−k

dpni−k
[(p+ pi)

niF (p)]

∣

∣

∣

∣

p=−pi

(2.41)

Les oe�ients cik, i = 1, 2, ..., r, sont appelés les résidus de la fontion F (p) aux points

−pi, i = 1, 2, ..., r.

Si les p�les sont simples alors:

F (p) = bn +

n
∑

i=1

ci1
p+ pi

(2.42)

ci1 = (p+ pi)F (p)|p=−pi
, i = 1, 2, ..., n (2.43)
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Dans le as des p�les omplexes, puisque les oe�ients du numérateur et du numérateur

sont réels, le onjugué de haque p�le omplexe et aussi un p�le et leurs oe�ients sont

onjugués.

Exemple 2.3. Soit la fontion:

F (p) =
2p+ 1

p(p2 + 3p+ 2)

Alors

F (p) =
2p+ 1

p(p+ 1)(p+ 2)
=

c11
p

+
c21

p + 1
+

c31
p+ 2

ave:

c11 = pF (p)|p=0 =
2p+ 1

(p+ 1)(p+ 2)
)

∣

∣

∣

∣

p=0

=
1

2

c21 = (p+ 1)F (p)|p=−1 =
2p+ 1

p(p+ 2)
)

∣

∣

∣

∣

p=−1

= 1

c31 = (p+ 2)F (p)|p=−2 =
2p+ 1

p(p+ 1)
)

∣

∣

∣

∣

p=−2

= −3

2

alors

F (p) =
12

p
+

1

p+ 1
−

3
2

p+ 2

Exemple 2.4. Soit la fontion:

F (p) =
p2 + 2

p(p+ 1)3

F (p) =
c11
p

+
c21

p+ 1
+

c22
(p+ 1)2

+
c23

(p+ 1)3

ave:

c11 = pF (p)|p=0 =
p2 + 2

(p + 1)3

∣

∣

∣

∣

p=0

= 2

c23 = (p+ 1)3F (p)
∣

∣

p=−1
=

p2 + 2

p

∣

∣

∣

∣

p=−1

= −3

c22 =
d

dp

[

(p+ 1)3F (p)
]

∣

∣

∣

∣

p=−1

=
d

dp

[

p+
2

p

]
∣

∣

∣

∣

p=−1

= 1− 2

p2

∣

∣

∣

∣

p=−1

= −1

c21 =
1

2!

d2

dp2
[

(p+ 1)3F (p)
]

∣

∣

∣

∣

p=−1

=
1

2!

d2

dp2

[

p+
2

p

]
∣

∣

∣

∣

p=−1

=
2

p3

∣

∣

∣

∣

p=−1

= −2

F (p) =
2

p
− 2

p+ 1
− 1

(p+ 1)2
− 3

(p+ 1)3
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Exemple 2.5. Soit la fontion:

F (p) =
p2 + 2p− 2

p(p2 + 2p+ 2)

p2 + 2p+ 2 = 0 ⇒ p = −1± j

Alors

F (p) =
p2 + 2p− 2

p(p+ 1− j)(p+ 1 + j)
=

c11
p

+
c21

p + 1− j
+

c31
p+ 1 + j

ave:

c11 = pF (p)|p=0 =
p2 + 2p− 2

p2 + 2p+ 2

∣

∣

∣

∣

p=0

= −1

c21 = (p+ 1− j)F (p)|p=−1+j =
p2 + 2p− 2

p(p+ 1 + j)

∣

∣

∣

∣

p=−1+j

= 1− j

c31 = (p+ 1 + j)F (p)|p=−1−j =
p2 + 2p− 2

p(p+ 1− j)

∣

∣

∣

∣

p=−1−j

= 1 + j

alors

F (p) = −1

p
+

1− j

p+ 1− j
+

1 + j

p+ 1 + j

Lorsque les p�les sont omplexes, on préfère ne pas utiliser l'expansion en frations

simples, il est plus pratique de rassembler les p�les onjugués en un seul terme.

ci1
p+ pi

+
c̄i1

p+ p̄i
=

ci1(p+ p̄i) + c̄i1(p+ pi)

(p+ pi)(p+ p̄i)

=
(ci1 + c̄i1) p+ ci1p̄i + c̄i1pi

(p+ pi)(p+ p̄i)

On pose pi = σ + jω et ci1 = α + jβ alors

ci1
p+ pi

+
c̄i1

p+ p̄i
=

2αp+ (α+ jβ)(σ − jω) + (α− jβ)(σ + jω)

(p+ σ + jω)(p+ σ − jω)

=
2αp+ 2(ασ + βω)

(p+ σ)2 + ω2

On a alors

ci1
p+ pi

+
c̄i1

p+ p̄i
=

Ap+B

(p+ σ)2 + ω2

Les oe�ients A et B sont déterminés à partir de ci1 et pi, omme on peut les déterminer

en formulant un système à deux équations et deux inonnues.
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Exemple 2.6. Soit la fontion de l'exemple préédent:

F (p) =
p2 + 2p− 2

p(p2 + 2p+ 2)

Le terme p2 + 2p+ 2 peut être érit sous la forme p2 + 2p+ 1 + 1 = (p+ 1)2 + 1.

F (p) =
c11
p

+
Ap+B

(p + 1)2 + 1

ave:

c11 = pF (p)|p=0 =
p2 + 2p− 2

p2 + 2p+ 2

∣

∣

∣

∣

p=0

= −1

Alors

F (p) = −1

p
+

Ap+B

(p+ 1)2 + 1

F (p) = −(p + 1)2 + 1 + Ap2 +Bp

p [(p + 1)2 + 1]
=

(A− 1)p2 + (B − 2)p− 2

p [(p+ 1)2 + 1]

On obtient un système à deux équations:

{

A− 1 = 1

B − 2 = 2
⇒
{

A = 2

B = 4

F (p) = −1

p
+

2p+ 4

(p+ 1)2 + 1

2.4.2 La transformée de Laplae inverse en utilisant la déompo-

sition en frations simples

La transformée de Laplae inverse d'une fontion rationnelle F (p) est

L
−1









m
∑

i=0

bip
i

n
∑

i=0

aipi









= L
−1

[

bn +

r
∑

i=1

ni
∑

k=1

cik

(p+ pi)
k

]

= bnδ(t) +

r
∑

i=1

ni
∑

k=1

cik
(k − 1)!

tk−1e−pit

(2.44)

où δ(t) est l'impulsion unitaire et bn = 0 sauf lorsque m = n. Lorsque les p�les sont

simples et réels alors

L
−1









m
∑

i=0

bip
i

n
∑

i=0

aipi









= bnδ(t) +

n
∑

i=1

ci1e
−pit

(2.45)
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Exemple 2.7. Soit la fontion F (p):

F (p) =
8

p3 (p+ 2)

En utilisant la déomposition en frations simples:

F (p) =
c11
p

+
c12
p2

+
c13
p3

+
c21

p+ 2

c11 = p3F (p)
∣

∣

p=0
=

8

p + 2

∣

∣

∣

∣

p=0

= 4

c12 =
d

dp

[

p3F (p)
]

∣

∣

∣

∣

p=0

=
d

dp

[

8

p + 2

]
∣

∣

∣

∣

p=0

= − 8

(p + 2)2

∣

∣

∣

∣

p=0

= −2

c13 =
1

2
· d2

dp2
[

p3F (p)
]

∣

∣

∣

∣

p=0

=
1

2
· d2

dp2

[

8

p+ 2

]
∣

∣

∣

∣

p=0

=
1

2
· 16

(p+ 2)3

∣

∣

∣

∣

p=0

= 1

c21 = (p+ 2)F (p)|p=−2 =
8

p3

∣

∣

∣

∣

p=−2

= −1

F (p) =
1

p
− 2

p2
+

4

p3
− 1

p+ 2

f(t) = L
−1

[

1

p

]

− L
−1

[

2

p2

]

+ L
−1

[

4

p3

]

− L
−1

[

1

p+ 2

]

= u(t)− 2t+ 2t2 − e−2t

2.5 Résolution d'équations di�érentielles

Considérons l'équation di�érentielle suivante:

an
dny

dtn
+an−1

dn−1y

dtn−1
+· · ·+a1

dy

dt
+a0y(t) = bm

dmu

dtm
+bm−1

dm−1u

dtm−1
+· · ·+b1

du

dt
+b0u(t) (2.46)

qu'on peut érire sous la forme:

n
∑

k=0

ak
dky

dtk
=

m
∑

k=0

bk
dku

dtk
(2.47)

On pose:

dky

dtk

∣

∣

∣

∣

t=0

= y
(k)
0 , k = 0, 1, ..., n− 1 (2.48)

et

dku

dtk

∣

∣

∣

∣

t=0

= u
(k)
0 , k = 0, 1, ..., m− 1 (2.49)
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où y
(k)
0 , k = 0, 1, ..., n− 1 et u

(k)
0 , k = 0, 1, ..., m− 1 sont des onstantes.

En utilisant la transformée de Laplae de la dérivée:

L

[

dny

dtn

]

= pnY (p)−
n−1
∑

i=0

pn−i−1y
(i)
0 (2.50)

L'appliation de la transformée de Laplae sur l'équation di�érentielle 2.47 donne

n
∑

i=0

[

ai

(

piY (p)−
i−1
∑

k=0

pi−k−1y
(k)
0

)]

=

m
∑

i=0

[

bi

(

piU(p)−
i−1
∑

k=0

pi−k−1u
(k)
0

)]

(2.51)

La transformée de Laplae de la sortie est donnée par:

Y (p) =

m
∑

i=0

bip
i

n
∑

i=0

aipi
U(p)−

m
∑

i=0

i−1
∑

k=0

bip
i−k−1u

(k)
0

n
∑

i=0

aipi
+

n
∑

i=0

i−1
∑

k=0

aip
i−k−1y

(k)
0

n
∑

i=0

aipi
(2.52)

Le dénominateur

n
∑

i=0

aip
i = anp

n + an−1p
n−1 + · · ·+ a1p+ a0 (2.53)

est le polyn�me aratéristique de l'équation di�érentielle 2.46.

La solution y(t) de l'équation di�érentielle 2.46 est égale à la transformée de Laplae

inverse de Y (p) donnée par l'équation 2.52

y(t) = L
−1











m
∑

i=0

bip
i

n
∑

i=0

aipi
U(p)−

m
∑

i=0

i−1
∑

k=0

bip
i−k−1u

(k)
0

n
∑

i=0

aipi











+ L
−1











n
∑

i=0

i−1
∑

k=0

aip
i−k−1y

(k)
0

n
∑

i=0

aipi











(2.54)

Le premier terme du �té droit de l'équation 2.54 est la réponse forée du système dérit

par l'équation 2.46 et le seond terme est la réponse libre due aux onditions initiales.

Exemple 2.8. Considérons l'équation di�érentielle suivante:

y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) = 2e−4t
ave y(0) = 1, y′(0) = 0

En appliquant la transformée de Laplae

L [y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t)] = L
[

2e−4t
]

L [y′′(t)] + 3L [y′(t)] + 2L [y(t)] =
2

p+ 4

p2Y (p)− py(0)− y′(0) + 3 (pY (p)− y(0)) + 2Y (p) =
2

p+ 4
(

p2 + 3p+ 2
)

Y (p)− py(0)− y′(0)− 3y(0) =
2

p+ 4
(

p2 + 3p+ 2
)

Y (p) =
2

p+ 4
+ py(0) + y′(0) + 3y(0)
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Alors

Y (p) =
2

(p+ 4) (p2 + 3p+ 2)
+

py(0) + y′(0) + 3y(0)

p2 + 3p+ 2

Y (p) =
2

(p+ 4) (p+ 1) (p+ 2)
+

p+ 3

(p+ 1) (p+ 2)
Y (p) =

p2 + 7p+ 14

(p+ 4) (p+ 1) (p+ 2)

La déomposition en frations simples de Y (p) donne:

Y (p) =
c11

p+ 4
+

c21
p+ 2

+
c31

p+ 1

ave

c11 =
p2 + 7p+ 14

(p+ 1) (p+ 2)

∣

∣

∣

∣

p=−4

=
1

3

c21 =
p2 + 7p+ 14

(p+ 4) (p+ 1)

∣

∣

∣

∣

p=−2

= −2

c31 =
p2 + 7p+ 14

(p+ 4) (p+ 2)

∣

∣

∣

∣

p=−1

=
8

3

Y (p) =
1
3

p+ 4
− 2

p+ 2
+

8
3

p+ 1

En appliquant la transformée de Laplae inverse:

y(t) = L
−1

[ 1
3

p+ 4

]

− L
−1

[

2

p+ 2

]

+ L
−1

[ 8
3

p+ 1

]

y(t) =
1

3
e−4t − 2e−2t +

8

3
e−t

Exemple 2.9. Considérons l'équation di�érentielle suivante:

y′′(t) + 2y′(t) + 2y(t) = u(t) ave y(0) = 1, y′(0) = 0

u(t) est l'éhelon unitaire.

En appliquant la transformée de Laplae

L [y′′(t) + 2y′(t) + 2y(t)] = L [u(t)]

L [y′′(t)] + 2L [y′(t)] + 2L [y(t)] =
1

p

p2Y (p)− py(0)− y′(0) + 2 (pY (p)− y(0)) + 2Y (p) =
1

p
(

p2 + 2p+ 2
)

Y (p)− py(0)− y′(0)− 2y(0) =
1

p
(

p2 + 2p+ 2
)

Y (p) =
1

p
+ py(0) + y′(0) + 2y(0)
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Alors

Y (p) =
1

p (p2 + 2p+ 2)
+

py(0) + y′(0) + 2y(0)

p2 + 2p+ 2

Y (p) =
1

p (p2 + 2p+ 2)
+

p+ 2

p2 + 2p+ 2

Y (p) =
p2 + 2p+ 1

p (p2 + 2p+ 2)

Y (p) =
p2 + 2p+ 1

p
(

(p+ 1)2 + 1
)

La déomposition en frations simples de Y (p) donne:

Y (p) =
c11
p

+
Ap+B

(p+ 1)2 + 1

ave

c11 =
p2 + 2p+ 1

(p+ 1)2 + 1

∣

∣

∣

∣

p=0

=
1

2

Y (p) =
1
2

p
+

Ap +B

(p+ 1)2 + 1
=

Ap2 +Bp+ 1
2
p2 + p+ 1

p
(

(p+ 1)2 + 1
) =

(

A+ 1
2

)

p2 + (B + 1)) p+ 1

p
(

(p+ 1)2 + 1
)

alors

{

A+ 1
2
= 1

B + 1 = 2
⇒
{

A = 1
2

B = 1

Y (p) =
1
2

p
+

1
2
p+ 1

(p + 1)2 + 1

=
1
2

p
+

1
2
p+ 1

2
+ 1

2

(p + 1)2 + 1

=
1

2

1

p
+

1

2

p+ 1

(p+ 1)2 + 1
+

1

2

1

(p + 1)2 + 1

En appliquant la transformée de Laplae inverse:

y(t) =
1

2
L

−1

[

1

p

]

+
1

2
L

−1

[

p+ 1

(p+ 1)2 + 1

]

+
1

2
L

−1

[

1

(p+ 1)2 + 1

]

y(t) =
1

2
u(t) +

1

2
e−t cos t +

1

2
e−t sin t

y(t) =
1

2

[

u(t) + e−t (cos t + sin t)
]
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2.6 Exeries

Exerie 2.1. Déterminer la transformée de Laplae des fontions suivantes, nulles pour

t < 0:
1. f1(t) = 4

(

1− e−2t
)

, 2. f2(t) = 2t+ 1,

3. f3(t) = 2te−3t
, 4. f4(t) = 5 sinωt

Exerie 2.2. En appliquant les propriétés de la transformée de Laplae, déterminer la

transformée de Laplae des fontions suivantes:

1. f1(t) = 2t sin 3t 2. f2(t) = 4e−t sin 2t

3. f3(t) = sin (ωt+ ϕ) 4. f4(t) = cosωt coshωt

Exerie 2.3. Déterminer la transformée de Laplae des fontions données par les �gures

suivantes:

t

f1(t)

A

τ1 τ2

t

f2(t)

A

τ

t

f3(t)

A

τ1 τ2

Exerie 2.4.

1. Déterminer la transformée de Laplae de la fontions f(t) donnée par la �gure

suivante:

t

f(t)

A

−A

T 2T 3T

t

g(t)

A

T 2T 3T

2. En déduire la transformée de Laplae de la fontion g(t).

Exerie 2.5. Déterminer la transformée de Laplae inverse des fontions suivantes:

1. F1(p) =
2p+ 1

p (p2 + 3p+ 2)
, 2. F2(p) =

p2 + 6p+ 10

(p+ 2)3
,

3. F9(p) =
2p− 1

p2 + 2p+ 5
e−2t

, 4. F10(p) =
p3

p4 + 4ω4
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Exerie 2.6. En utilisant la transformée de Laplae déterminer la solution des équations

di�érentielles suivantes:

1. y′(t) + y(t) = e−2t
, ave y(0) = 1.

2. y′′(t) + 2y′(t) + 2y(t) = 2u(t), ave y(0) = 0, y′(0) = 0

3. y′′(t) + y′(t)− 2y(t) = 0, ave y(0) = 1, y′(0) = 2

4. y′′(t) + 4y(t) = 5u(t), ave y(0) = 5, y′(0) = 1

5. y′′(t)− 3y′(t) + 2y(t) = 4u(t), ave y(0) = 0, y′(0) = 1

6. y′′(t) + 3y′(t) + 2y(t) = 2e3t, ave y(0) = 0, y′(0) = 0

7. y′′(t)− y(t) = 2e2t, ave y(0) = 1, y′(0) = 1

Exerie 2.7. Déterminer la solutions des systèmes d'équations di�érentielles suivants:

1.

{

y′1(t) + 4y1(t) = −2y2(t)

y′2(t) + y2(t) = y1(t)

ave y1(0) = 0, y2(0) = 1.

2.

{

y′1(t) + 3y1(t) = 4y2(t)

y′2(t)− 2y2(t) = −y1(t)

ave y1(0) = 0, y2(0) = 1


