Chapitre 1

Meéthodes des résolution
approximative des systémes

d’équations linéaires

On considére un systéme linéaire (S) :Az = b avec A inversible. L’idée est de déduire un schéma
itératif de la décomposition de A sous la forme A = M — Nou M est une matrice

inversible. En pratique on suppose que les systémes de matrice M sont « faciles » a résoudre
(par exemple M diagonale, triangulaire, . . . ). Le systéme (S) s’écrit alors Max = Nx +b c’est-a-dire

x=DBx+cavec B= M"IN et ¢ = M~1b et on considére le schéma itératif associé :

2(0) € Kny Mz D) = N2®) 4 p .

Nous allons maintenant considérer deux exemples classiques : les méthodes de Jacobi, Gauss-
Seidel . Le point de départ de chacune de ces méthodes est I'unique
décomposition de la matriced = (a,;)1 <14;j < n sous la forme A =D — E — I avec :

D = (d, )1 <i;j < n diagonale, telle que dj; = azet d;;; = 0 pouri # j;

i3

E = (e;;j)1 <i;5 < n triangulaire inférieure stricte telle que e;;; = —a;;; sii > j et ei; =0
siit<j;

F = (fi;)1 <i;j < n triangulaire supérieure stricte telle que fi.; = —a;; sii < jet fi; =0
sit>7;



1.1 Meéthode de Jacobi

Description : On considére un systéme linéaire (S) : Az = b avec A inversible. On pose A =
M — N avec M = D inversible et N = E + F'. Le schéma itératif s’écrit alors
Dz*+D) = (B 4+ F)2® + b o 2*+D) = DY E + F)2® 4 Db :

Definition 1 . La matrice By = D™Y(E + F) s’appelle la matrice de Jacobi associée a A.

Si z(0) est le vecteur initial donné, ’algorithme de Jacobi est de la forme :

n

1 b; .
x(k—H) _ - Z aijx(k) + = 1=1;..5n

(2

ii j=let j#i ii
Explicitement, on obtient :
k-+1 k k
ana:ﬁ ) = _a12$é ) a4 by
k+1 k k
annm’sz ) = —an19€§ - ann—lx;_)l + by

Convergence

Théoréme 1 . La méthode de Jacobi converge si et seulement si p(By) < 1.

2 -1 1
Exemple 1 : Pour la matrice A = 2 2 2| on obtient :
-1 -1 2
1 1 1
5 00 0 1 —1 0 5 —3
By=DYE+F)=| 0 L 0 20 2 |=| -10 1
00 3 1 1 : 20

Les valeurs propres de la matrices By sont 0 et iz’@. On a donc p(By) = % > let la méthode

de Jacobi diverge.

1.2 Meéthode de Gauss-Seidel

Description : On considére un systéme linéaire (S) : Az = b avec A inversible. On pose A = M —N

avec M = D — FE inversible et N = F'. Le schéma itératif s’écrit alors

(D — E)z* D) = pa®) 4 p (1.1)



&2t = (D - E)'F2W 4 (D - E) '
Définition 1 La matrice BGS = (D — E)™'F s’appelle la matrice de Gauss-Seidel associée a A.

en explicitant 1.1 on obtient :

k41 k k
anﬂcg ) = —a1296§ - a1n9651) +b
k+1 k+1 k k
azziEg ) = —azlﬂfg ) a2333;(:, A
k1 k1 k1 k (k
au’$§- ) = —auxﬁ - aiix§,l ) — aii+1x£+)1 o A
k1 k k
annmg ) = = —anlzng ) — ann,lmg_)l + by,
Convergence

Théoréme 2 . La méthode de Gauss-Seidel converge si et seulement si p(BGS) < 1.

2 -1 1
Exemple 2 : Pour la matrice A = 2 2 2|, on obtient :
-1 -1 2
-1
2 1 —1
BGS = (D-E)Y'F=]| 2 2 0 00 —2
-1 -1 2 0 0
1
5 00 -1
_ 11
= | =2 20 —2
11
0 7 3 0
1 1
0 7 -3
_ 1 1
= [0 -3 —3
1
0 0 -3

Les valeurs propres de la matrices BGS sont 0 et = (de multiplicité 2). On a donc p(BGS) =
1/2 < 1 donc la méthode de Gauss-Seidel converge.

Corollaire 1 . Soit A une matrice symétrique définie positive. Alors la méthode de Gauss-Seidel

CONverge.



Critére d’arrét
On utilise le plus souvent le critére suivant
(n)

Ly

n—1 .
—:cg )‘<5 1=1;..5n

Définition 2 Une matrice A = (a;j)1<i;j<nest dite & diagonale strictement dominante

n

\aii| > Z ]aij] 1=1;..;n

j=let j#i

Théoréme 3 Soit A une matrice & diagonale strictement dominante. Alors A est inversible et les

méthodes de Jacobi et de Gauss-Seidel convergent toutes les deux

Remarque 1 : Gauss-Seidel converge plus vite que Jacobi



