
 

32 

                                                                                                                                                     المحور الرابع: التوزيعات الاحتمالية الخاصة.                                          إحصاء رياض                                                                   عبابسة     اشم ه   د. 

 

 جامعة محمد خيضر بسكرة                                                                 قسم مجال العلوم الاقتصادية والتسيي 
 LMD-SEGCو العلوم التجارية                                                             كلية العلوم الاقتصادية و التجارية

 التسييــر                                                                                       السنــة الأولــى  و علوم        

 

 

 

 مقياس   محاضرات ف 

 . الإحصــاء الرياض   
 *المحور الخامس: التوزيعات الاحتمالية الخاصة* 

 

 
 . عبابسة   هاشم  الدكتورإعداد  

 biskra.dz-h.ababsa@univ 

statdesc2018@gmail.com 
 
 
 

mailto:h.ababsa@univ-biskra.dz
mailto:statdesc2018@gmail.com


 

33 

                                                                                                                                                      المحور الرابع: التوزيعات الاحتمالية الخاصة.                                          إحصاء رياض                                                                   عبابسة     اشم ه   د. 

 

 . ة الخاصة حتمالي التوزيعات الاالمحور الخامس:  

 يمكننا من وصف احتماليت إلى دراسة التجارب العشوائية من خلال تحديد نموذج  حتمالاتهدف نظرية الا
 بصورة مقبولة.  ها التجربة وتحليل  هذه

 عدد لا نهائي أيضا  وبالتالي تكوين   ،من التجارب العشوائية لانهائي عدد   من الناحية النظرية يمكننا تصور  
من التجارب العشوائية التي نصادفها ف معظم  محدود   إلا أنه ف الواقع هناك عدد   ،ة المختلفةحتماليمن النماذج الا

 . ا خصائص مشتركةتكون لهبحيث  ،الأوقات

ة المقابلة التي نصادفها حتماليالتجارب العشوائية ونماذجها الاتلك  لى دراسة  إولهذا سنتطرق ف هذه المحاضرة  
 . الخ …جتماعيةقتصاد والتسويق والعلوم الاف التسيي والا ومتكررة شائعةبصورة  

 تين:  ت لهذه التوزيعات الخاصة الى مجموع حتمالاتنقسم قوانين الا

 قوانين التوزيعات الاحتمالية المتقطعة.  •

 قوانين التوزيعات الاحتمالية المستمرة.    •

 ة الخاصة للمتغي المتقطع:  حتمالي التوزيعات الا  - أ

 التوزيع المنتظم:  .1

من فضاء    ixالممكنة    خذ القيم  أ خاضع للتوزيع المنتظم إذا كان ي  Xالمتحول العشوائي المتقطع    إننقول    تعريفه:  ➢
 أي:   ،متساوية نيات باحتمالاتالإمك 

𝑃(𝑋 = 𝑥1) = 𝑃(𝑋 = 𝑥2) = ⋯ = 𝑃(𝑋 = 𝑥𝑁) 

  

 (   14رقم) أنظر الشكل  تمثيله البياني :   ➢
 : احتماليككل توزيع  خواصه: ➢

 

 العددية المميزة:    ه قيم  ➢

𝐸(𝑥)              التوقع الرياض:  ✓ =  ∑𝑃. 𝑥 =
𝑁+1

2
 

∗    𝑃(𝑥𝑖) ≤ 0 ∗    ∑P(xi) = 1 

iP 

X 

1X 2X NX 

 المنتظم بيانيا المتقطع التوزيع :14الشكل رقم 

 افتراضي المصدر:
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𝑉(𝑥)            :التباين  ✓ =  𝐸(𝑥2) − [𝐸(𝑥)]2 =
𝑁2−1

12
  

 أي :  مركزة ذات المراتب الفردية لهذا التوزيع كلها معدومةالعزوم الم   ملاحظة : 

0 = 𝜇1         , 0  =  𝜇3          ,0 =  𝜇5    ... وهكذا . 

 هر. متحول عشوائي يمثل عدد النقاط التي تظ Xلنفرض أن   ، رمينا قطعة نرد متوازنة  :01مثال
 ؟ ولماذا ؟   Xهو التوزيع الاحتمالي للمتغي   ما  -

 . أحسب توقعه الرياض وتباينه -

 حدد تابع توزيعه.  -

 : الجواب
 متساوية الاحتمال. Xهو التوزيع هو التوزيع المنتظم، لأن جميع إمكنيات  Xالتوزيع الاحتمالي للمتغي  -

 : حساب التوقع الرياض -

𝐸(𝑥) =  ∑𝑥𝑖𝑃𝑖 =
21

6
=
𝑁 + 1

2
=
7

2
= 𝟑. 𝟓

𝑁

𝑖=1

 

 حساب التباين:  -

𝑉(𝑥) =  
𝑁2 − 1

12
=
62 − 1

12
=
35

12
= 𝟐. 𝟗𝟐 

 
 

 

 تابع التوزيع: تحديد   -

𝐹(𝑥𝑘) =

{
 
 
 
 
 

 
 
 
 
(حدث  مستحيل)  0                                                       𝑥k < 1                                  

1
6⁄                                                                      1 ≤ 𝑥𝑘 < 2                                  

2
6⁄                                                                     2 ≤ 𝑥𝑘 < 3                                   

3
6⁄                                                                      3 ≤ 𝑥𝑘 < 4                                     

4
6⁄                                                                      4 ≤ 𝑥𝑘 < 5                                     

5
6⁄                                                                      5 ≤ 𝑥𝑘 < 6                                     

6
6⁄ = (حدث  أكيد )          1                            6 ≤ 𝑥𝑘 < +∞                                

 

 Distribution Binomiale  . ( الحداني أو ذي الحدين ) التوزيع الثنائي   .2

إذ يستخدم  (  م    17ف نهاية القرن  "  جميس برنولي  "الى    )نسبة"    ليبرنو"  يستند هذا التوزيع الى نموذج    : تعريفه  ➢
  ، فشل  ≠نجاح  ، مثلا:  لا غي    اثنتين   منها إلى نتيجتين   واحدة    أي التي تؤدي تجربة    ؛ التجارب ثنائية النتيجةف  

 ". توزيع برنولي"  م هذا التوزيع  ولهذا س   ،… أنثى ≠، ذكر خطأ ≠إصابة  ،موت  ≠حياة  

ix iP iX . iP 

1 

2 

3 

4 

5 

6 

6/1 

6/1 

6/1 

6/1 

6/1 

6/1 

6/1 

6/2 

6/3 

6/4 

6/5 

6/6 

  6/21 

 لتوقع الرياضي.: حساب ا08الجدول رقم 

 .01المصدر: معطيات المثال 
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"  q"ونضع ، ( ا نجاحونسميه )تحقق إحدى النتيجتين ف تجربة واحدة   احتماليمثل  "   p"  نضع :  احتمال قانون   ➢
 . p + q = 1حيث  ، ( فشلا ونسميه )عدم تحققها  احتماليمثل 

وبما أن  ،فشلا "  N – k " يعني بالضرورة حصولنا على  ا نجاح "  k" ا على إن حصولن   ،مرة"  N" لنكرر هذه التجربة 
 ـ 𝐶Nعددها  نجاح يتحقق بعدة طرق   "  k" فإن حادث حصولنا على  ،تجربة مستقلة   Nهذه الــــ

k  .طريقة 

 يلي:   ة كما تجرب Nمن  ا نجاح kحصولنا على  احتمال  وبذلك يكون 
 

  
𝑋، حيث نكتب:  pو  Nخاضعا للتوزيع الثنائي ذي المعلمتين   Xويكون المتغي  ↝ 𝐵(𝑁, 𝑝) 

 مميزاته العددية :   ➢

𝐸(𝑥)                 التوقع الرياض:  ✓ = 𝑁. 𝑝 

𝑉(𝑥)                              :التباين  ✓ = 𝑁. 𝑝. 𝑞 

      : الآتيةبالعلاقة    يعطى  هتوزيع  تابع  فإن  ،ا للتوزيع الثنائيوائيا خاضعمتحولا عش  Xإذا كان    تابع التوزيع الثنائي:  ➢
𝐹(𝑥𝑘) = 𝑃(𝑥 ≤ 𝑥𝑘) = ∑ 𝐶𝑁

𝑥𝑖𝑘
𝑖=1 𝑃𝑥𝑖𝑞𝑁−𝑥𝑖 

 مثلا يعطى كما يلي :   L  ,Mبين قيمتين   Xأي يقع   احتمالكما أن 

 𝑃(𝐿 < 𝑋 < 𝑀) = 𝐹(𝑀) − 𝐹(𝐿)  

𝑃(𝑋:  وبالكيفية نفسها  > 𝑘) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 𝑘) = 1 − 𝐹(𝑘)  

 نفرض أن ظهور الصورة يمثل النجاح. ،مرات 6رمينا قطعة نقود  :02 مثال 
 هو احتمال ظهور صورتين؟  ما  .1

 صور على الأقل؟  4هو احتمال ظهور  ما  .2

 هو احتمال عدم ظهور الصورة؟   ما  .3

 لهذا التوزيع؟   V(x)و  µأحسب  .4

 مرات؟ 4هو احتمال ظهور الصورة أقل من  ما  .5

𝑋       الجواب: ↝ 𝐵(6, 1 2⁄ ) 

1. 𝑃(𝑋 = 2) = 𝐶6
2𝑝2𝑞4 =

6!

2!(6−2)!
(
1

2
)
2

(
1

2
)
4

=
𝟏𝟓

𝟔𝟒
 

2. 𝑃(𝑋 ≥ 4) = 𝑃(𝑋 = 4) + 𝑃(𝑋 = 5) + 𝑃(𝑋 = 6) 

= 𝐶6
4𝑝4𝑞2 + 𝐶6

5𝑝5𝑞1 + 𝐶6
6𝑝6𝑞0 

=
6!

4! (6 − 4)!
(
1

2
)
4

(
1

2
)
2

+
6!

5! (6 − 5)!
(
1

2
)
5

(
1

2
)
1

+
6!

6! (6 − 6)!
(
1

2
)
6

(
1

2
)
0

 

𝑃(𝑋 = 𝑘) = 𝐶𝑁
𝑘𝑝𝐾𝑞𝑁−𝑘 

 



 

36 

                                                                                                                                                      المحور الرابع: التوزيعات الاحتمالية الخاصة.                                          إحصاء رياض                                                                   عبابسة     اشم ه   د. 

 

=
15

64
+
6

64
+
1

64
=
𝟐𝟐

𝟔𝟒
 

3. 𝑃(𝑋 = 0) = 𝐶6
0𝑝0𝑞6 =

6!

0!(6−0)!
(
1

2
)
0

(
1

2
)
6

=
𝟏

𝟔𝟒
 

4. 𝐸(𝑥) = 𝑁. 𝑝 = 6. (
1

2
) = 𝟑 

𝑉(𝑥) = 𝑁. 𝑝. 𝑞 = 6 (
1

2
) (
1

2
) = (

6

4
) =

3

2
= 𝟏. 𝟓 

5. 𝑃(𝑋 < 4) = 1 − 𝑃(𝑋 ≥ 4) = 1 −
22

64
=

𝟒𝟐

𝟔𝟒
 

 ف أية رمية يمثل النجاح.  6أو  5نفرض أن ظهور  ،مرات 7رمينا زهرة نرد  :03 مثال 

 مرات؟  3هو احتمال تحقق النجاح  ما  -

𝑋    الجواب:  ↝ 𝐵(7, 2 6⁄ )   

𝑃(𝑋 = 3) = 𝐶7
3𝑝3𝑞4 =

7!

3! (7 − 3)!
(
2

6
)
3

(
4

6
)
4

= 35 ×
1

9
×
16

81
=
560

729
 

= 𝟎. 𝟕𝟔𝟖𝟏 
 Distribution de Poissonتوزيع "بواسون":  .3

 " Siméon Denis Poisson"  عالم الرياضيات والفيزياء الفرنسي كذلك نسبة إلى هذا التوزيع م: س  تعريفه  ➢
إلا   ،لنتيجةفهذا التوزيع يستخدم ف التجارب ثنائية ا ،رار التوزيع الثنائيوعلى غ   .م 1838عام الذي اكتشفه 

 :  على سبيل المثال ،" ف وحدة قياسية معينة الوقوع  النادرة أنه يختص بالأحداث "  

 . عدد الأخطاء المطبعية ف صفحة من صفحات كتاب ✓

 . عدد حوادث السيارات خلال أسبوع معين ✓

 . ثلاا عدد الحشائش الضارة ف المتر المربع من حقل قمح م ✓

 . طارالأق طر مننتحارات خلال سنة ف ق  عدد الا ✓

 . صغيا جداا )احتمال النجاح( "  pبينما " ، كبية جداا  Nنجد أن   عادة ما ، وفي هذه الحالات جميعا 

إذا    λ ذي المعلمة خاضع لتوزيع بواسون Xنقول أن  ،متحول عشوائي متقطع Xنفرض أن  احتمال: قانون  ➢
 كان قانون احتمال كما يلي : 

 )التوقع الرياض(   النجاحات. عدد ثابت يمثل متوسط ظهور λحيث :  
𝑋             ونكتب:  ↝ 𝒫(𝜆) 

 مميزاته العددية :   ➢

     = NPλ E(x)=       التوقع الرياض:  ✓

  = λ  V(X)                      :  التباين  ✓

𝑃(𝑋 = 𝑥𝑖) =
𝜆𝑥𝑖  𝑒−𝜆

𝑥𝑖!
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 العلاقة بين التوزيعين الثنائي و البواسوني:   ➢

  q =1- p) أي أن لظهور حدث ما قريبا من الصفر "  p"  حتمالبينما الا، كبيا ف التوزيع الثنائي Nإذا كان 
ختبارات على الأقل وعمليا سوف نعتبر الحدث نادراا إذا كان عدد الا، ( فإننا نعتبر هذا الحدث " نادراا "  1قريب من 

50 (N≥50)  بينماNP<5  ،  ف مثل هذه الظروف يكون التوزيع الثنائي قريبا جداا من التوزيع البواسوني الذي
 .ستخدامه كتقريب ممتاز للتوزيع الثنائيا ن يمك 

،% من مصابيح الكهرباء ف أحد المصانع 3إذا كان  :04 مثال ،  مصباح 100نفرض أننا سحبنا عينة من  معيبةا
 أوجد احتمال أن يكون فيها:  

 . مصباح واحد معيب  -1

 .مصباحان معيبان -2

 . أربعة مصابيح معيبة -3

 . ع الثنائي أعد حساب هذه الاحتمالات بتطبيق التوزي -4

 ماذا تلاحظ. -5

 المعطيات نلاحظ أن:من : الجواب
 (. والنجاح هو الحصول على مصباح معيب  ،الظاهرة ثنائية )المصباح إما معيب وإما غي معيب -

𝜆) 5قل من أ التوقع الرياض - = 𝑁𝑝 = (0.03)100 = 3 < 5) .   

 .   (N= 100) 50حجم العينة أكبر من  -

𝜆    بدلا عن التوزيع الثنائي، حيث سوني كل ذلك يدعونا لتطبيق التوزيع البوا  = 𝑋و نكتب  ،  3 ↝ 𝒫(3) 
1- 𝑃(𝑋 = 1) =

31 𝑒−3

1!
= 𝟎. 𝟏𝟒𝟗𝟒 

2- 𝑃(𝑋 = 2) =
32 𝑒−3

2!
= 𝟎. 𝟐𝟐𝟒𝟎 

3- 𝑃(𝑋 = 4) =
34 𝑒−3

4!
= 𝟎. 𝟏𝟔𝟖𝟎 

 : حساب هذه الاحتمالات بتطبيق التوزيع الثنائيإعادة  -4

• 𝑃(𝑋 = 1) = 𝐶100
1 𝑝1𝑞99 =

100!

1!(100−1)!
(0.03)1(0.97)99 = 𝟎. 𝟏𝟒𝟕𝟏 

• 𝑃(𝑋 = 2) = 𝐶100
2 𝑝2𝑞98 =

100!

2!(100−2)!
(0.03)2(0.97)98 = 𝟎. 𝟐𝟐𝟓𝟏 

• 𝑃(𝑋 = 4) = 𝐶100
4 𝑝4𝑞96 =

100!

4!(100−4)!
(0.03)4(0.97)96 = 𝟎. 𝟏𝟕𝟎𝟔 

استخدام التوزيع الثنائي مع الاحداث النادرة أصعب واعقد ، وواضح أيضا أن نتائج التوزيعين واضح جليا تقارب   -5
فضل استخدام هذا الأخي ف مثل هذه الحالات.   من استخدام التوزيع البواسوني، ولهذا ي 

معدل ثلاث  , ب h12والساعة  h10تتلقى تحويلة الهاتف ف الجامعة المكلمات الخارجية بين الساعة  : 05مثال 
 . ت ف الدقيقةمكلما 

 : h10.56و  h10.55: احسب احتمال أن يكون بين الساعة المطلوب
 على الأكثر مكلمتين  -4                   .على الأقل مكلمتين -3          .واحدة   مكلمة -2          .ولا مكلمة  -1
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 :من المعطيات نلاحظ: الجواب
 . المكلمةثنائية، النجاح  فيها هو وصول أننا أمام ظاهرة  -

𝜆) 5التوقع الرياض أقل من  - = 3 < 5). 

- N  فهو غي محدد ، 50أكبر من . 

𝜆كل ذلك يدعونا لتطبيق التوزيع البواسوني بدلا عن التوزيع الثنائي، حيث    = 𝑋، و نكتب   3 ↝ 𝒫(3) 

1. 𝑃(𝑋 = 0) =
30 𝑒−3

0!
= 𝟎.  )ولا مكلمة(  𝟎𝟒𝟗𝟖

2. 𝑃(𝑋 = 1) =
31 𝑒−3

1!
= 𝟎. ( واحدة )مكلمة  𝟏𝟒𝟗𝟒  

3. 𝑃(𝑋 ≥ 2) = 1 − 𝑃(𝑋 < 2) = 1 − [𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = (تينمكلم على الأقل)  [(1  

= 1 − (
30 𝑒−3

0!
+
31 𝑒−3

1!
) = 1 − (0.0498 + 0.1494) = 𝟎. 𝟖𝟎𝟎𝟖 

4. 𝑃(𝑋 ≤ 2) = 𝑃(𝑋 = 0) + 𝑃(𝑋 = 1) + 𝑃(𝑋 = 2) 

=
30 𝑒−3

0!
+
31 𝑒−3

1!
+
32 𝑒−3

2!
= (0.0498 + 0.1494 + 0.2240 = 𝟎. 𝟒𝟐𝟑𝟐 

𝐹(𝑥𝑘)               تابع توزيع بواسون: ➢ = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥𝑘) = ∑
𝜆𝑥𝑖  𝑒−𝜆

𝑥𝑖!

𝑥𝑘
𝑖=0  

   ملاحظة:
 وفق قانون بواسون. حتمالمسألة ضرورية لحساب الا λمعرفة قيمة   -1

   أو تابع التوزيع البواسوني  حتمالستخراج قيمة الااكن  مي -2
 
 عدت لذلك. من خلال جداول إحصائية أ

 

 Distribution hypergéométrique  الزائدي( التوزيع فوق الهندسي: )التوزيع الهندسي   .4

نصر  وين العينة كانت تتم مع إعادة الع  يتضح لنا أن عمليات السحب لتك  عند دراستنا للتوزيع الثنائي    تعريفه:  ➢
 :، يعتبران بمثابة شرطي تطبيق التوزيع الثنائي، هما ا يترتب عنه أمرانذوه  ،المسحوب الى المجتمع

 .التجارب( مستقلة عن بعضها البعض )أو حبات  أن جميع الس   -

 . ثبات  pالنجاح ف تجربة واحدة   احتمالأن  -

لكن هناك بعض الحالات لا يمكن أن يتم فيها السحب مع الإعادة )كإجراء فحص حول الإصابة بمرض  
( فنلجأ الى تطبيق قانون آخر  pوثبات  ،وزيع الثنائي )استغلال التجارب ق التتطبي  ا معين( وهنا يختل شرط 

 . يسمى قانون فوق الهندسي
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فإننا نكتب   N  ،M   ،nمتغيا عشوائيا خاضعا للتوزيع فوق الهندسي، ذي المعالم  Xإذا كان   :  قانون احتمال  ➢
𝑋 ↝ 𝛨(𝑁,𝑀, 𝑛)  ،قانون احتمال كما يأتي: ويعطى 

     𝑃(𝑋 = 𝑘) =
𝐶𝑀
𝑘𝐶𝑁−𝑀

𝑛−𝑘

𝐶𝑁
𝑛  

 حيث: 
K: عدد النجاحات . 
M:  عليها الاهتمام ف المجتمع ب  ص  ن  ي  عدد العناصر التي . 
N:   حجم المجتمعΩ. 
n: حجم العينة المسحوبة . 

 

 مميزاته العددية :   ➢

𝐸(𝑥)      التوقع الرياض:  ✓ = 𝑛. 𝑃 = 𝑛 (
𝑀

𝑁
) 

𝑉(𝑥)                             التباين:  ✓ =
𝑁−𝑛

𝑁−1
. 𝑛. 𝑃. 𝑞 

N−nيسمى المقدار   أصغر من تباين التوزيع الثنائي. وهذا التباين

N−1 
 . "عدم الإعادة مؤثر  " 

بصورة  -ف أحد فروع الجامعة من أربعة كيميائيين وسبعة فيزيائيين، سحبنا تتكون هيئة التدريس : 06مثال
 متحول عشوائي يمثل عدد الكيميائيين ف هذه اللجنة.  Xة. لنفرض أن لجنة مؤلفة من أربعة أساتذ -عشوائية

 . Xحدد التوزيع الاحتمالي للمتغي   المطلوب:

 نلاحظ أن تجربة سحب هذه اللجنة هي تجربة فوق هندسية، لأن: الجواب:
 ، فكل أستاذ مسحوب إما أن يكون كيميائيا وإما أن يكون فيزيائيا.التجربة ثنائية النتيجة -

سحب أستاذ ثم اعادته لأن هذا من شأنه جعل تكرار سحب الأستاذ  ليتم دون إعادة، إذ لا يعقحب الس -
 فالسحب دون إعادة سيترتب عليه اختلال الشرطين السابقين لتطبيق التوزيع الثنائي.   نفسه حدثا ممكنا، وعلى ذلك 

𝑋  )عدد الكيميائيين ف اللجنة( خاضع للتوزيع فوق الهندسي  Xوعلى ذلك فإن  ↝ 𝛨(11,4,4)  :قيمه الممكنة هي ، 

Ω = {0, 1, 2, 3, 4} 
𝑃(𝑋 = 0) =

𝐶4
0𝐶11−4

4−0

𝐶11
4 = 𝟎. 𝟏𝟎𝟔 

𝑃(𝑋 = 1) =
𝐶4
1𝐶7

3

𝐶11
4 = 𝟎. 𝟒𝟐𝟒 

𝑃(𝑋 = 2) =
𝐶4
2𝐶7

2

𝐶11
4 = 𝟎. 𝟑𝟖𝟎 
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𝑃(𝑋 = 3) =
𝐶4
3𝐶7

1

𝐶11
4 = 𝟎. 𝟎𝟖𝟓 

𝑃(𝑋 = 4) =
𝐶4
4𝐶7

0

𝐶11
4 = 𝟎. 𝟎𝟎𝟑 

 كما يأتي:  Xومن هنا يمكننا وضع التوزيع الاحتمالي للمتغي 
 Xهندسي ال فوق  التوزيع الاحتمالي للمتغير :09الجدول رقم

ix 0 1 2 3 4 1المجموع 

)ip(x 0.106 0.424 0.380 0.085 0.003 1.000 
 . 06المصدر: حلول المثال 

 ة الخاصة للمتغي المستمر:  تمالي ح التوزيعات الا  - ب 

 التوزيع المنتظم:   .1

ه  ع  توز   فإذا كانت كثافة  ،  [ a , b ]معرفاا على المجال  Xلنفرض أن لدينا متحولاا عشوائيا مستمرا  تعريفه:  ➢
 .خاضع لتوزيع منتظم X أن المجال وتساوي الصفر خارجه، نقولتحافظ على قيمة ثابتة ف هذا  

 كما يلي:  قانون التوزيع المستمر المنتظم  عرفن قا من التعريف السابق،طلا ان  قانون احتمال:  ➢

𝑓(𝑥) = {

1

𝑏 − 𝑎
 ……  𝑋 ∈ [𝑎 . 𝑏]

0      ……  𝑋 ∉ [𝑎 . 𝑏]
 

 . 15أنظر الشكل رقم تمثيله البياني:   ➢
 ككل توزيع احتمالي، لا بد من توافر ما يلي: خواصه:  ➢

∗   ƒ(x) ≥ 0 ⇔
1

b − a
≥ 0 

 a < b  ا أنوهذا محقق دائماا طالم

∗   ∫ ƒ(𝑥)𝑑𝑥
𝑏

𝑎
= 1    

 تابع التوزيع المنتظم:   ➢

𝐹(𝑥𝑘) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥𝑘) = ∫ ƒ(𝑥)𝑑𝑥
𝑥𝑘

𝑎

= ∫
1

𝑏 − 𝑎
𝑑𝑥

𝑥𝑘

𝑎

=
1

𝑏 − 𝑎
𝑥|𝑎
𝑥𝑘 =

𝑥𝑘 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
 

𝐹(𝑏)      أي أن: = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑏) =
𝑏−𝑎

𝑏−𝑎
=  الصورة التالية :  ومنه فإن تابع التوزيع يأخذ  1

𝐹(𝑥𝑘) = {

0                  ……                𝑥𝑘 < 𝑎
𝑥𝑘 − 𝑎

𝑏 − 𝑎
        ……          𝑎 ≤  𝑥𝑘 < 𝑏

1                 ……                 𝑥𝑘 ≥ 𝑏    

 

 
 وهذا ببساطة راجع لمشاكل التقريب فقط.  0.998قد يلاحظ الطالب أن هذا المجموع لا يساوي واحد بالضبط بل يساوي  1

ƒ(x) 

1

𝑏 − 𝑎
 

X 

a b 

 المنتظم بيانيا المستمر التوزيع :15الشكل رقم 

 افتراضي المصدر:
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 ت الأخرى فتحسب بتوظيف تابع التوزيع كما يلي:  حتمالاأما الا

∗  𝑃(𝑋 > 𝑥𝑘) = 1 − 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥𝑘) = 1 − 𝐹(𝑥𝑘) = 𝟏 −
𝒙𝒌 − 𝒂

𝒃 − 𝒂
  

∗  𝑃(𝑥1 ≤ 𝑋 ≤ 𝑥2) = 𝐹(𝑥2) − 𝐹(𝑥1) =
𝑥2−𝑎

𝑏−𝑎
−
𝑥1−𝑎

𝑏−𝑎
=

𝒙𝟐−𝒙𝟏

𝒃−𝒂
  

 طول المجال الجزئي على طول المجال الكلي. الاحتمال يساوي  أي

 الخاضع للتوزيع المنتظم:   تمر المس   المميزات العددية للمتغي  ➢

𝑬(𝒙):  التوقع الرياض  ✓ =
𝒃+𝒂

𝟐
   السينات.   ف محور  [a . b]  على منتصف المجال  E(x)حيث ينطبق      

 ملاحظات:  
 .   E(x)=  0فإن   [a , +a-  ]معرفاا ف المجال  Xإذا كان   -

𝑋إذا كان   - ∈ [𝑎. 𝑏]  فإن𝐸(𝑥) ∈ [𝑎. 𝑏] . 

 . ن بينما ليس لهذا التوزيع منوالاالتوقع الرياض والوسيط متساويا   بسبب التناظر ف هذا التوزيع فإن -

𝑉(𝑥)                       :التباين  ✓ =
(𝑏−𝑎)2

12
 

 Distribution Normaleالتوزيع الطبيعي:   .2

ستخداماا ف نظرية  ا ة المستمرة وأكثرها حتماليأهم التوزيعات الاي عتبر التوزيع الطبيعي من تعريفه:  ➢
 عتبارات أهمها: اوذلك لعدة ، الرياض والإحصاءت الاتمح الا

، يكون توزيع المتحول العشوائي طبيعيا  –قتصادية اجتماعية كانت أم ا -ف الكثي من الحالات التطبيقية  ✓
 ه، معدل ذكائه، ... عمر، وزنه، كطول الإنسان

 التوزيع عند توافر شروط معينة. لى هذا  تؤول إ  –ستمرةمنها والمتقطعة  الم-ة  حتماليمعظم قوانين التوزيعات الا ✓

 .1ختبارات الفروض الإحصائية ومجالات الثقة على التوزيع الطبيعي اتعتمد   ✓

 

  :      ونكتب) σو  µذي المعلمتين  ،خاضع للتوزيع الطبيعي Xنقول أن المتحول العشوائي قانون احتمال:  ➢
𝑋 ↝ 𝒩(𝜇 , 𝜎)  ) كما يلي] ∞+,∞−[  لالمجا إذا كانت دالة كثافته المعرفة ف : 

 = e 2.71828حيث:       
π                                                               = 3.14 

σ  الانحراف المعياري  :         .µ .التوقع الرياض : 
 

 هذا الموضوع سيتطرق له الطلبة بالتفصيل في السنة الثانية.  1

𝒇(𝒙) =
𝟏

𝝈ξ𝟐𝝅
𝒆
−(𝒙−𝝁)𝟐

𝟐𝝈𝟐  
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 البياني:    تمثيله  ➢
  .16انظر الشكل رقم  

 

 خواصه:   ➢

 منحنى التوزيع الطبيعي ناقوسي الشكل.  ✓

 السينات )المحور الافقي(. وهذا لأن المنحنى دوما فوق محور    ƒ(x)≥  0   فإن Xقيمة  مهما كانت  ✓

✓ ∫ ƒ(𝑥)𝑑𝑥 = 1
+∞

−∞
 ( .  1دوما يساوي  مجموع المساحة الكلية تحت المنحنىأن  ) أي  

 على المحور الأفقي أي أن هذا العمود يقسم المساحة الكلية   µمنحناه متناظر حول المحور العمودي الذي يشمل   ✓
𝑃(𝑋  الى قسمين متساويين بحيث:  ≤ 𝜇) = 𝑃(𝑋 ≥ 𝜇) =

1

2
 

 تجاهين دون أن يتقاطعا مع المحور الأفقي إلا ف اللانهاية.يمتد طرفا المنحنى الى مالانهاية ف الا ✓

وبما أن المنحنى متناظر فإنه عند هذه النقطة نجد أن:  ،  X = E(x)يصل إلى قمته )أعلى احتمال( عندما  ✓
𝑋 = 𝐸(𝑥) =  𝑀𝑒 = 𝑀ℴ . 

 ولهذا يسمى أحياناا التوزيع المعتدل.  ،ي أنه لا مدبب ولا مفلطح وغي ملتو  أ  ؛يتصف منحناه بأنه معتدل  ✓

 : ف التوزيع الطبيعي دوماا نجد النسب التالية ✓

E(x)المساحة المحصورة ف المجال    • ± 𝜎 = 68.27من المساحة الكلية %. 
E(x)المساحة المحصورة ف المجال    • ± 2𝜎 = 95.45.من المساحة الكلية % 

E(x)المساحة المحصورة ف المجال    • ± 3𝜎 = 99.73من المساحة الكلية %. 

E(x)المساحة المحصورة ف المجال   • ± 2 3⁄ 𝜎 = 50.00من المساحة الكلية %. 
 القيم العددية المميزة للمتغي العشوائي الطبيعي:  ➢

𝐸(𝑥)          التوقع الرياض:  ✓ = 𝜇  

𝑉(𝑥)       :  التباين  ✓ = 𝜎2 

   : الطبيعي   تابع التوزيع  ➢

    𝐹(𝑥𝑘) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥𝑘) =
1

𝜎ξ2𝜋
∫ 𝑒

−(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 𝑑𝑥
𝑥𝑘
−∞

 
 كما يلي :   a   ,bبين قيمتين   Xأن يقع    احتمالومنه يمكننا حساب  

 𝑃(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
1

𝜎ξ2𝜋
∫ 𝑒

−(𝑥−𝜇)2

2𝜎2 𝑑𝑥
𝑏

𝑎

𝑏

𝑎
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 قانون التوزيع الطبيعي المعياري:   ➢

ستبدال المتغي العشوائي الطبيعي  ا نحصل عليه ب  ،التوزيع الطبيعي المعياري هو حالة خاصة من التوزيع الطبيعي
X  بمتغي عشوائي طبيعي معياريZ :بحيث  𝑍 =

𝑋−𝜇𝑥

𝜎𝑥
  

𝜇𝑧، الخاضع للتوزيع الطبيعي المعياري ذي المعلمتين المختصركذلك المتغي العشوائي المركزي  Zيسمى  = 0 

𝜎𝑧و  = 𝑍، ونكتب: 1 ↝ 𝒩(0 , 1) 

𝑓(𝑍) كما يلي:    Z وعليه تكون دالة كثافة =
1

ξ2𝜋
𝑒
−𝑍2

2         /𝑍 𝜖] − ∞ .+∞ [ 

 صه هي نفسها خصائص التوزيع الطبيعي العادي. ئوخصا 

  : المعياريأهمية التوزيع الطبيعي  ➢

لكن ف   ،ت دون استخدام التكملات نلجأ عادة إلى إنشاء جداول احصائية لهذا الغرض حتمالالحساب الا
لذلك ظهرت الحاجة إلى  ،تغي التوزيع وهذا يتطلب جدولاا جديداا  σ أو µحالة التوزيع الطبيعي نلاحظ أنه كلما تغي 

وهنا تكمن أهمية التوزيع الطبيعي  ،د لكل الحالات المختلفةوبالتالي جدول معياري واح ،توزيع معياري واحد
 المعياري.
 :    Zتابع التوزيع للمتغي المعياري   ➢

𝐹(𝑧𝑘) = 𝑃(𝑍 ≤ 𝑧𝑘) =
1

ξ2𝜋
∫ 𝑒

−𝑧

2

𝑧𝑘

−∞

𝑑𝑧 

𝑍 : عتبار أنا وب =
𝑋−𝜇𝑥

𝜎𝑥
𝐹(𝑧𝑘) فإن     = 𝐹(𝑥𝑘) 

ولقد   .𝑧𝑘و  ∞−هي نفسها المحصورة بين    𝑥𝑘و  ∞−حصورة بين  المنحنى الطبيعي الم أي أن المساحة تحت 
 :  الآتي ولإبراز أهمية هذه الجداول نورد المثال  ،وضع الإحصائيون جداول لحساب تابع التوزيع المعياري أيضاا 

بتوقع رياض يساوي  إذا كانت نقاط الطلبة تخضع التوزيع الطبيعي: 07مثال 
ف   16نقاطهم تفوق  نسبة الطلبة الذين أوجد، 1نحراف معياري يساوي وا  15

 .مادة الإحصاء

𝑋نلاحظ أن    الجواب:  ↝ 𝒩(15 , ن المطلوب هو البحث عن المساحة  وأ   (1
 . 18المبينة باللون الأخضر ف الشكل رقم   +∞إلى    16ت المنحنى من تح

التوزيع الطبيعي المعياري   وللقيام بذلك علينا أن ننتقل من هذا التوزيع إلى
𝑧1الذي يقابله، حيث:   =

𝑥1−𝜇

𝜎
=

16−15

1
=  . ( 19)انظر الشكل رقم      1
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( هي نفسها  16المحصورة نقاطهم ف هذا المجال )أكبر من إن نسبة الطلبة 
، وبالاستعانة بجدول  . وعلى ذلك 16احتمال وجود طالب نقطته أكبر من 

 :02التوزيع الطبيعي المعياري الموجود ف الملحق رقم 

𝑃(𝑋 ≥ 16) = 𝑃(𝑍 ≥ 1) = 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ +∞) − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1) 

= 0.5 − 0.3413 = 𝟎. 𝟏𝟓𝟖𝟕 = 𝟏𝟓. 𝟖𝟕% 

 : ، وكيفية استخدام الجدول و الاحتمالات أ لنشرح مصادر هذه النسب  

• 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ +∞) =  ساوي النصف. ت ∞+الى   0، إذن فالمساحة من 1 تساوي  -مكما نعل -لأن المساحة الإجمالية    0.5

• 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1) = ، والجدول رقم  02الموجود ف الملحق رقم استخرجناها من جدول التوزيع الطبيعي المعياري    0.3413
 (. 12مع السطر  2)انظر بالضبط الخانة الناتجة عن تقاطع العمود  بين مقطعا من هذا الملحق.سفله ي  أ 10

 

 : مقطع من جدول التوزيع الطبيعي المعياري.10رقم الجدول 

 
 .02المصدر: الملحق رقم 

 1:يأتيمما ( Z)أو جدول  المعياري جدول التوزيع الطبيعي يتكون  •

 والمتكونة من الجزء الصحيح والرقم الأول بعد الفاصلة.   Z: يضم الجزء الأول من قيمة العمود الأول ✓

 الرقم الثاني بعد الفاصلة. والمتكونة من  Zقيمة يضم الجزء الثاني من  :السطر الأول ✓

، والمحصورة  من الشكل المبين أعلى الجدول  ةالمضلل للمساحةتضم المساحات أو الاحتمالات الموافقة  : بقية الخانات ✓
  مثلا عندما  ؛  Zسطر حسب قيمة الخلايا أو الخانات عن تقاطع الأعمدة والأ تنتج هذه  Z .2وقيمة  0عادة بين 
Z=1.15   أين الجزء الأول من  13فإننا نذهب للخانة الناتجة عن تقاطع السطر رقم(Z   والعمود رقم  1.1  يساوي )

 0.3749تساوي  1.15و   0( فنجد المساحة )الاحتمال( بين 0.05  يساوي   Z)أين الجزء الثاني من  07

 
 ذه المكونات من جدول لآخر، إلا أن النتيجة المتوصل إليها باستخدامها جميعا ستكون واحدة.قد تختلف ه 1
 .Zإلى قيمة موجبة من قيم  −∞أخرى، كأن تكون المساحة المضللة من  Zوقد نجد اختلافا في جداول  2
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فإذا  ،ركبت ف إحدى السيارات بطارية من صنع وطني  : 08مثال 
هذا النوع من البطاريات يتوزع طبيعيا بمتوسط عمر  ن عمر أعلمت 

هو احتمال    ما   ،سنة   0.3معياري يساوي  نحراف  وا إنتاجي يساوي سنتين  
 سنة.  1.7هذه البطارية صالحة لمدة لا تزيد عن 

𝑋نلاحظ أن  :  الجواب: ↝ 𝒩(2 , وأن المطلوب هو البحث   (0.3
∞)عن المساحة تحت المنحنى من   نة باللون الأخضر  المبي  1.7   إلى    (−

 . 20ف الشكل رقم 
وللقيام بذلك علينا أن ننتقل من هذا التوزيع إلى التوزيع الطبيعي 

𝑧1المعياري الذي يقابله، حيث:  =
𝑥1−𝜇

𝜎
=

1.7−2

0.3
= (−1)     

   (.21)انظر الشكل رقم 

وعلى ذلك، وبالاستعانة بجدول التوزيع الطبيعي المعياري الموجود ف  
 فإن: 02لحق رقم الم

 
𝑃(𝑋 ≤ 1.7) = 𝑃(𝑍 ≤ −1) = 𝑃(𝑍 ≥  )بسبب التناظر(  (1

= 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ +∞) − 𝑃(0 ≤ 𝑍 ≤ 1) 

= 0.5 − 0.3413 = 𝟎. 𝟏𝟓𝟖𝟕 

 فإنه ف التوزيع المعياري سنجد أن:  ، رار التوزيع الطبيعيغ   على : ملاحظة 

∗   𝑃(−1 ≤ 𝑍 ≤ +1) = 68.27%   ∗  𝑃(−3 ≤ 𝑍 ≤ +3) = 99.73%                  

∗   𝑃(−2 ≤ 𝑍 ≤ +2) = 95.45 ∗   𝑃 (
−2

3
≤ 𝑍 ≤

+2

3
) = 50.00%                  

 العلاقة بين التوزيع الطبيعي والتوزيع الثنائي:   ➢

وفي   ،حتمالكبياا جداا فإن هذا سيطرح صعوبة حساب الا  Nف التوزيع الثنائي عندما يكون عدد التجارب  
وهذا   ،لتوزيع الثنائيلتوزيع الطبيعي هو النهاية الحدية أن ا De.Moivreهذا الإطار لاحظ العالم الرياض الإنجليزي  

 . Laplassما أكده العالم الفرنسي 

فإن التوزيع الثنائي يقترب كثياا ، قريبين جداا من الصفر qولا  pبينما لم يكن  ،كبية Nأي أنه كلما كانت 
ن المتغي العشوائي المعياري كما يلي: أين يكو ،ستخدام هذا الأخي بديلا عن الأولا حيث يمكن، التوزيع الطبيعي
𝑍 =

𝑥−𝑁𝑃

√𝑁𝑃𝑞
عدد التجارب يفوق   بعبارة أخرى:   Nq > 5 و  NP > 5و   N ≥ 50نعتبر أن هذا يتحقق إذا كان :  ،  و 

 .  5كلاهما أكبر من   Nqو   NPمن  تجربة وكل 50
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 العلاقة بين التوزيع الطبيعي وتوزيع بواسون:   ➢

وعلاقة بين التوزيعين الثنائي والطبيعي من  ،بين التوزيعين الثنائي و البواسوني من جهةطالما أن هناك علاقة 
فإذا كان لدينا متحول عشوائي خاضع للتوزيع  فإن هذا الأخي تربطه علاقة أكيدة بالتوزيع البواسوني.  ،جهة أخرى 

←+∞)كبية جداا  𝜆البواسوني بحيث كلما كانت قيمة  𝜆)  ،لى التوزيع الطبيعي ذي  إواسوني يؤول فإن التوزيع الب
𝑍       المعرف كما يلي: Zالمتحول العشوائي المعياري  =

𝑥−𝜆

ξ𝜆
 

  Distribution Exponentielle التوزيع الأسي: .3
، أين المتغي العشوائي قيمته عبارة  يستخدم التوزيع الأسي ف المسائل المتعلقة بقياس الزمن عادة ما تعريفه:  ➢

،  شباك معين )البريد مثلاا( لحظة النداء للزبون التالي إلىمثل  عينة )مفاجئة( على محور الزمن،عن لحظة م
 . الخ …لحظة الانتهاء من تصليح آلة الخدمة،لحظة انطفاء مصباح كهربائي أثناء 

1ستخدم التوزيع الأسي لتمثيل مدة حياة ظاهرة ما إذا كان لها متوسط يساوي ي   ،وكقاعدة عامة

α
نت هذه  وكا 

 1.كما يحدث مثلاا مع عمر الإنسان ،الظاهرة لا تخضع للتقادم

فإن   ،كان وقوع أحداث معينة يتبع توزيع بواسون  ذافإ  ،نشي أيضاا إلى أن لهذا التوزيع علاقة بتوزيع "بواسون"
ائن إلى أحد شبابيك إذا كان وصول الزب  ، فمثلا تتبع التوزيع الأسي  من هذه الأحداث  بين وقوع حديثين  المدة الفاصلة

 . فإن المدة الفاصلة بين وصول كل زبونين إلى الشباك تخضع للتوزيع الأسي ، يتبع توزيع بواسون  خدمة ما 

، ونكتب    αلمة  ع  م  يخضع للتوزيع الأسي ذي ال  Xالموجب  المستمر  المتحول العشوائي    إن نقول    مال: قانون احت  ➢
𝑋 ↝ ℮(𝛼) ،  لي:  كما يمعرف احتمال إذا كان قانون 

𝑓(𝑥) = {
𝛼𝑒−𝛼𝑥 ……      𝑋 ≥ 0
0         ……      𝑋 < 0

        /  𝛼 > 0  
 فإن: موجباا  Xمهما كان  خواصه:  ➢

 ∗ ∫ 𝑓(𝑥)
+∞

0
𝑑𝑥 = 1      ƒ(x) ≥ 0 *.   

حيث   .22أنظر الشكل رقم تمثيله البياني:  ➢
   : bو  aبين   Xيمكن حساب احتمال وقوع 

𝑝(𝑎 ≤ 𝑋 ≤ 𝑏) = ∫ 𝛼𝑒−𝛼𝑥𝑑𝑥
𝑏

𝑎

 

 
 تنتهي بمرحلة الشيخوخة، وهذا مطرد في كل البشر تقريبا.سان يمر بثلاث مراحل أساسية: تبدأ بمرحلة الصبا ثم مرحلة قوة الشباب ثم فعمر الان 1

http://www.jaicompris.com/lycee/math/probabilite/loi-: المصدر

exponentielle.php 

http://www.jaicompris.com/lycee/math/probabilite/loi-exponentielle.php
http://www.jaicompris.com/lycee/math/probabilite/loi-exponentielle.php
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 تابع التوزيع الأسي:   ➢

𝐹(𝑥𝑘) = 𝑃(𝑋 ≤ 𝑥𝑘) = ∫ ƒ(𝑥)𝑑𝑥
𝑥𝑘

0

= ∫ 𝛼𝑒−𝛼𝑥𝑑𝑥
𝑥𝑘

0

 

 

 

 تبسيط هذا التكمل إلى صورته النهائية نجد أن:  بو

 

 . 24بيانيا وفقا لما يظهر ف الشكل رقم   kF(x(يمكن تمثيل تابع التوزيع  

 لأسي:  المميزات العددية للمتغي ا  ➢

𝐸(𝑥):           التوقع الرياض  • =
1

𝛼
 

𝑉(𝑥)                      التباين:  • =
1

𝛼2
  

ف لحظة    نطلاق الزمنا  نا دحد  فإذا    ،مكلمات ف الساعة  5تتلقى ورشة لتصليح الآلات الكتبة ف المتوسط    :09مثال
 ادم؟ هو احتمال تلقي مكلمة خلال نصف الساعة الق , ما  1xمعينة 

". إن لحظة وصول أول مكلمة خلال  ، وأطلقنا العداد الزمني "كرونوماتر 1xلنفرض أننا الآن عند اللحظة    الجواب:
𝛼نصف الساعة القادم هي متغي عشوائي خاضع للتوزيع الأسي ذي المعلمة  =
1

5
𝐸(𝑥)ن )لأ    =

1

𝛼
= 5  )

𝑋  ونكتب ↝ ℮(
1

5
)  . 

ة معناه أن التوقيت الذي سيسجل على "الكرونومتر" لحظة وصول المكلمة  ف غضون نصف ساعإن تلقي مكلمة 
 :احتمال وصول هذه المكلمة يحسب كما يلي يساوي نصف ساعة، ومنهسيكون أقل من أو  

𝑝(𝑋 ≤ 0.5) = 𝐹(0.5) = 1 − 𝑒−(
1

5
)0.5 = 1− 0.4094 = 𝟎.𝟓𝟗𝟎𝟔 

 Distribution Gamma   ـــــامــــا  : ڤ توزيع   .4

 لهاـــــامــــا " والتي ڤالدالة ه من دالة رياضية معروفة تدعى "سم  اـــــامــــا  ڤ ق توزيع  أشت  تعريفه: لقد  ➢
كــاي    "، توزيع بيتـــا  "توزيع  ،  ـــــامــــا  ڤمهم ف تعريف العديد من التوزيعات الاحتمالية مثل: توزيع    دور  

 .ـــــامــــا  ڤالدالة الموجبة قبل دراسة توزيع    لى هذهإختصار  ا ولهذا سنتطرق ب  .الخ  ..ستورنت. ،  فيشر  ،مربع

𝐹(𝑥𝑘) = {

0                        𝑥𝑘 < 0
1 − 𝑒−𝛼𝑥𝑘            𝑥𝑘 ≥ 0
1                      𝑥𝑘 → +∞

 

 

 

)kxF( 

1 

X 

𝟏 − 𝒆−𝜶𝒙𝒌      

 : تابع التوزيع الأسي.24الشكل رقم 

 .2السعدي رجال، نظرية الاحتمالات، ج  المصدر:
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 وتعرف كما يلي:  𝛤 " بالرمز  nـــــامــــا  ذات المعلمة الموجبة تماماا "ڤيرمز للدالة ـــــامــــا :  ڤ دالــة   ➢

𝛤(𝑛) = ∫ 𝑥𝑛−1
+∞

0

𝑒−𝑥𝑑𝑥 

 ـــــامــــا :  ڤ خصائص دالة   ➢

1) 𝛤(n) = (n − 1)𝛤(n − 1) 

2) 𝛤(n) = (n − 1)! 

3) 𝛤(1) = 1 

4) 𝛤 (
1

2
) = ξπ 

 يلي:   أحسب ما  :10مثال

1. 𝛤(4.5) 

2. ∫ 𝑥5𝑒−𝑥𝑑𝑥
+∞

0
 

3. ∫
𝑒−𝑥

𝑥
1
2⁄

+∞

0
𝑑𝑥 

 :𝛤لنوظف خصائص الدالة    الجواب:
1. 𝛤(4.5) = 3.5𝛤(3.5) 

𝛤(3.5) = 2.5𝛤(2.5) 
𝛤(2.5) = 1.5𝛤(1.5) 
𝛤(1.5) = 0.5𝛤(0.5) 

𝛤(0.5) = ξ𝜋 

 وعلى ذلك:
𝛤(4.5) = (3.5)(2.5)(1.5)(0.5)(ξ𝜋) = 𝟏𝟏. 𝟔𝟑 

 

2. ∫ 𝑥5𝑒−𝑥𝑑𝑥 =
+∞

0
∫ 𝑥4−1𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 𝛤(4) = 3! = 𝟔
+∞

0
 

3. ∫
𝑒−𝑥

𝑥
1
2⁄

+∞

0
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥(−

1
2⁄ )𝑒−𝑥𝑑𝑥 = ∫ 𝑥(

1

2
−1)𝑒−𝑥𝑑𝑥 = 𝛤(1 2⁄ ) = ξ𝜋 = 𝟏. 𝟕𝟕 

+∞

0

+∞

0
 

 

ـــــامــــا  ذي المعلمين  ڤأنه خاضع لتوزيع    Xنقول عن متحول عشوائي  ـــــامــــا :  ڤ قانون احتمال توزيع   ➢
𝑋ونكتب ،  n , αالموجبين تماماا  ↝ 𝛤(𝛼, 𝑛)   ،  :إذا كان قانون احتمال معرفاا كما يلي 

𝑓(𝑥) = {

1

𝛤(𝑛)
𝛼𝑛. 𝑥𝑛−1. 𝑒−𝛼𝑥 ……   𝑋 ≥ 0

0                               ……   𝑋 < 0

         /𝑛 > 0, 𝛼 > 0 

 ـــــامــــا : ڤ القيم العددية المميزة لمتغي توزيع  ➢

𝐸(𝑥)           التوقع الرياض:  • =
𝑛

𝛼
 

𝑉(𝑥)                            التباين:  • =
𝑛

𝛼2
 

 يصبح التوزيع الأسي.  ـــــامــــا  ڤفإن توزيع  n=1إذا كان  حالة خاصة:  ➢
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يأخذ توزيع   مـا :ــا ڤ الشكل البياني لتوزيع  ➢
، حيث  nحسب قيمة المعلمة  مختلفة أشكلا ــاما  ڤ

التوزيع  كلما آل المنحنى الى  nكلما كبرت قيمة 
 (. 25. )أنظر الشكل رقم  الطبيعي

 

 خواصه:  ➢

 ∗  ƒ(𝑥) ≥ 0      

  ∗ ∫ ƒ(𝑥)𝑑𝑥 = 1
+∞

0
                 

 ـــــامــــا  :  ڤ تابع توزيع   ➢

𝐹(𝑥𝑘) = 𝑝(𝑋 ≤ 𝑥𝑘) =
1

Γ(𝑛)
∫ 𝑥𝑛−1 𝑒−𝑥
𝑥𝑘

0

𝑑𝑥 

على الترتيب فإن   1n  ,2nبمعلمتين  ـاما ڤخاضعين لتوزيع   1X  ,2Xإذا كان لدينا متحولين عشوائيين نظرية: 
 .   n1n=n+2حيث :   nذي المعلمة  ـــامــا ڤ( خاضع هو الآخر لتوزيع X1X+2الذي يساوي )  Xالمتحول العشوائي  

  BêtaDistribution  : توزيع بيتــــا  .5
"   بيتــــا  دالة "  هي  معروفة رياضية دالة  من  التوزيع  هذا  سم  ا  قأشت   فقد  ــــامـــا ڤعلى غرار توزيع   تعريفه:  ➢

 .ـــــامــــا ڤبدالة  وطيدة علاقة الدالة   ولهذه

 كما يلي:   n   ,mف الدالة بيتـــا ذات المعلمتين الموجبتين تماماا عر  ت    دالة بيتــــا:  ➢

𝛽 (𝑚 , 𝑛) = ∫ 𝑥𝑚−1
1

0
(1 − 𝑥)𝑛−1𝑑𝑥  

 " و " بيتـــــــا ":    ـــــامــــا ڤ العلاقة بين الدالتين "   ➢

𝛽(𝑚, 𝑛) =
𝛤(𝑚) . 𝛤(𝑛)

𝛤(𝑚 + 𝑛)
 

 "  خواص الدالة " بيتــــــا  ➢

∗ 𝛽(𝑚 , 𝑛) = 𝛽(𝑛 ,𝑚)          ∗ 𝛽(1,1) = 1               ∗  𝛽 (
1

2
,
1

2
) = 𝜋 

خاضع لتوزيع بيتـــــا ذي المعلمتين   X: نقول أن المتحول العشوائي ل توزيع بيتــــــــاقانون احتما  ➢
𝑋، ونكتب:  n , mالموجبتين تماما  ↝ 𝛽(𝑚, 𝑛)  ، كما يلي:  معرفة إذا كانت دالة كثافته 

 pedia.org/wiki/Loi_Gammahttps://fr.wikiالمصدر: 

https://fr.wikipedia.org/wiki/Loi_Gamma
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𝑓(𝑥) = {

1

𝛽(𝑚, 𝑛)
. 𝑥𝑚−1. (1 − 𝑥)𝑛−1……  0 < 𝑋 < 1

       0                                           ……  فيما  عدا  ذلك 
 

∗      :خواص توزيع بيتــــــا  ➢ ƒ(𝑥) ≥ 0               ∗ ∫ ƒ(𝑥)𝑑𝑥 = 1
1

0
 

 :  المميزات العددية لمتغي توزيع بيتــــا ➢

𝐸(𝑥)            التوقع الرياض: • =
𝑚

𝑚+𝑛
 

𝑉(𝑥)          التباين: • =
𝑚.𝑛

(𝑚+𝑛)2.(𝑚+𝑛+1)
 

 كما يلي :  Γبدلالة    βيمكن كتابة دالة كثافة  β و Γنطلاقا من العلاقة بين الدالتين  ا ملاحظة :

𝑓(𝑥) = {

𝛤(𝑚 + 𝑛)

𝛤(𝑚). 𝛤(𝑛)
. 𝑥𝑚−1. (1 − 𝑥)𝑛−1……  0 < 𝑋 < 1

       0                                           ……  فيما  عدا  ذلك 
 

 تابع توزيع بيتـــــــا:   ➢

𝐹(𝑥𝑘) =
1

𝛽(𝑚, 𝑛)
∫ 𝑥𝑚−1(1 − 𝑥)𝑛−1𝑑𝑥
𝑥𝑘

0

 

 :   𝝌𝟐مربع    - توزيع كاي   .6

م وأدخل  1900م ثم تطرق ل فيما بعد العالم كارل بيسون عام  1876عام    Helmertكتشف العالم  ا   تعريفه:  ➢
 . م1905لأول مرة عام  𝜒الرمز اليوناني 

ختبارات ا المستخدمة بكثرة ف مجال التقدير و ،ة المستمرةيعتبر هذا التوزيع من أهم التوزيعات الاحتماليو
كما يستعمل ف اختبار جودة التوفيق  ،  يقابلها نظريا   الفروض من خلال مقارنة مجموعة من المشاهدات مع ما 

(L’ajustement  وكذا )ستقلال جداول التوافق. ا 
   v، ذي المعلمة الموجبة مربع - كايوزيع لت ا خاضع ا موجب ا عشوائي متحولا Xإذا كان : احتمالي قانون توزيعه  ➢

𝑋  :ونكتب) ↝ χ2 (𝑣) )  كما يلي:  معرفة فإن دالة كثافته 

 𝑓(𝑥) = {

1

(2)
𝑣
2  Γ(

𝑣

2
) 
. 𝑒
−(

𝑥

2
)
. 𝑥

𝜈

2
−1……   𝑋 ≥ 0

0                               ……  ذلك  عدا  ذلك   
  

 . dfأو  dl، ويرمز ل أحيانا بالرمز كس عدد درجات الحرية: عدد صحيح موجب يع 𝜈        حيث:
Γ ـــــامــــا ڤ: الدالة. 
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 : البياني شكله   ➢

حيث يقترب   𝜈أشكلا مختلفة حسب قيمة χ2 يأخذ توزيع 
 . ( 26)أنظر الشكل    𝜈من التوزيع الطبيعي كلما كبرت قيمة  

 خواصه:  ➢

 ∗  ƒ(𝑥) ≥ 0                    ∗ ∫ ƒ(𝑥)𝑑𝑥 = 1
+∞

0
  

 :  𝝌𝟐تابع توزيع   ➢

𝐹(𝑥k) = P(χ
2 ≤ 𝑥𝑘) =

1

 2
𝑣

2𝛤 (
𝑣

2
)
∫ 𝑥

𝜈

2
−1

𝑥𝑘

0

. 𝑒−
𝑥

2𝑑𝑥 

 

 ـ  القيم العددية المميزة  ➢  : 𝛘𝟐لــ

𝐸(𝑥)           الرياض: التوقع   • = 𝜈 

𝑉(𝑥)                  التباين:  • = 2𝜈 

عند درجات حرية مختلفة وباحتمالات )مساحات(   χ2لخص هذا الجدول قيم ي :  𝛘𝟐جدول قانون توزيع  ➢
 . 03أنظر الملحق رقم  مختلفة حسب الشكل المبين ف أعلى الجدول المخصص لذلك.

𝜈عند   𝜒2أوجد احتمال أن تكون قيمة  :11مثال = 10 : 

   2.156أقل من أو تساوي  -أ

 15.987 أكبر من أو تساوي  -ب

   23.21أقل من أو تساوي  -ج

 لكيفية استخدام الجدول:  بسط  م   لا بد أولا من شرح   ،الشروع ف الحلقبل الجواب: 
 1مما يأتي: -مربع – جدول توزيع كاي يتكون 

 (. )هذه هي الرموز المعتادة للتعبي عن درجة الحرية . vأو   dfأو   dl: يضم قيم درجات الحرية العمود الأول ✓

 . الموجود أعلى الجدول من الشكل 2ر المساحة المضللة بالأسود ف الجهة اليمنى : يضم الاحتمال أو مقداالسطر الأول ✓

تنتج هذه الخلايا أو الخانات عن تقاطع  .والموجودة على محور الفواصل مربع، –كاي  قيم المتغي: تضم بقية الخانات  ✓
الناتجة   فإننا نذهب للخانة  p = 0.900كما هو ف الجدول أدناه( و   dl)أو   v=5 الأعمدة والأسطر؛ مثلا عندما 

( فنجد  0.900المساحة او الاحتمال )أين  06( والعمود رقم  5درجة الحرية تساوي )أين  06عن تقاطع السطر رقم 
𝜒0.9ونكتب    1.610مربع تساوي  -قيمة كاي

2 (𝑣 = 5) =  (. 11)انظر الخانة الملونة بالبرتقالي ف الجدول    1.610

 
 قد تختلف هذه المكونات من جدول لآخر، إلا أن النتيجة المتوصل إليها باستخدامها جميعا ستكون واحدة. 1
 لأخرى، كأن تكون المساحة المضللة في الجهة اليسرى من الشكل.مربع ا-وقد نجد اختلافا في جداول كاي 2

 http://www.jybaudot.fr/Stats/khideux.html  المصدر:

http://www.jybaudot.fr/Stats/khideux.html
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 مربع. –: جدول توزيع كاي 11الجدول رقم 

 
   table-square-https://www.academia.edu/10107363/Chiالمصدر: 

 : 11ونعود إلى حل المثال رقم  

مربع التي تقابلها داخل الجدول، وفي   – ، ونبحث عن قيم كاي 10نذهب إلى السطر المقابل لدرجة حرية تساوي 
 السطر الأول.  كل مرة نجد قيمة نبحث عما يقابلها من احتمال أو مساحة ف 

1. 𝑝(𝜒2 ≤ 2,16) = 1 − 𝑝(𝜒2 ≥ 2,16) = 1 − 0,995 = 𝟎, 𝟎𝟎𝟓 

2. 𝑝(𝜒2 ≥ 16) = 𝟎, 𝟏 

3. 𝑝(𝜒2 ≤ 23,21) = 1 − 𝑝(𝜒2 ≥ 23,21) = 1 − 0,01 = 𝟎, 𝟗𝟗 

 :   𝛘𝟐خصائص توزيع   ➢

𝜈إذا كان   • = 𝛼أين   ،يصبح التوزيع الأسي χ2فإن توزيع    2 =
1

2
  . 

𝑣و   x=2yإذا وضعنا  •

2
= 𝑛   ، ن توزيع  فإχ2   "يصبح توزيع𝛤. " 

𝜈إذا كان   • >  " المعرف كما يلي:   𝔲فإن المتحول العشوائي"  30

𝔲 = ξ2𝑥2 − ξ2𝜈 − من  𝔲حيث يمكن إيجاد قيمة  ،الطبيعي المعياري لى التوزيع إتقريباا  خاضع   1
    :  pمعين  احتمالعند  𝜒2وتعويضها ف القانون التالي لإيجاد قيمة  ،جدول التوزيع الطبيعي المعياري 

𝜒2𝑝 =
1

2
[𝔲𝑝 + ξ2𝜈 − 1]

2
 

https://www.academia.edu/10107363/Chi-square-table
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𝜒0.99حدد قيمة    :12مثال
𝜈إذا كان    2 = 60  . 

𝜈مربع من التوزيع الطبيعي لأن -لنستخدم فكرة اقتراب توزيع كاي  الجواب: > 30  

 

II.7.  توزيع ستورنت ك 

II.1.7.  تعريفه : وجد العالم ويليام سيلي قوستw.s.Gosset ب بــــ الملقstudent   أنه لايمكن إجراء عملية
التوزيع الطبيعي , رغم خضوع المتحول   على العينات الصغية بإستخدام test de singnificationإختبار المعنوية 

 العشوائي لهذا التوزيع لذلك وضع توزيعا آخر للعينات الصغية وأطلق عليه إسم " توزيع ستورنت " . 

II2.7.  ن   : إذا كااحتمالقانونT  : متحولا عشوائيا خاضعا لتوزيع ستورنت فإن دالة كثافته تعرف كما يلي 

ƒ(𝑡) = {

 

⎾ (
ν+1

2
)

1

ξνπ
. ⎾ (

ν

2
)
[1 +

t2

ν
]

−(ν+1)

2

       ⍱t ∈] − ∞,+∞ [ 

νأي   1درجة الحرية تساوي حجم العبنة الناقص  νحيث  = 𝑁 − 1 

II.3.7.  : خواصه 

 ∗  ƒ(t) ≥ 0                                           ∗ ∫ ƒ(t)𝑑𝑡 = 1
+∞

−∞
   

II.4.7.  :شكله البياني 

 شكله متناظر حول الصفر , و هو أكثر تفلطحا و إنبساطاا من

 كلما إقترب من هذا الأخي حت  νالتوزيع الطبيعي وكلما زادت قيمة 

   ᵶوقريباا جدا من توزيع   Tفأكثر يصبح توزيع   ν 30إذا بلغت 

 

II.5.7.  رنت  تابع توزيع ستو  : 

ƒ(𝑡k) = P(T ≤ tk) =
⎾(

ν+1

2
)

1

ξνπ
.⎾ (

ν

2
)
∫ (1 +

t2

ν
)

tk

−∞

−(ν+1)

2

 dt 

II.6.7. ـ   : Tالقيم العددية المميزةلــ

+∞ 

Ƒ(t) 

ν = 1 

ν = 4 

الطبيعي  

 المعياري

+∞ 0 
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𝐸(𝑡)           التوقع الرياض : • = 0 

Ʋ(𝑡)التباين :                   • =
𝜈

𝜈−2
𝜈حيث    > 2 

II.7.7.   جدول قانون توزيع𝐓  يساعد على تحديد قيمة : وضع الإحصائيون جدولاا  T  بمعلومية درجة المعنويةα 
 𝜈)مستوى الدلالة( ودرجة الحرية  

𝜈إذا كان   Tأ وجد قيمة   مثال : = αو  7 = 5%  . 

II.8.7.   خصائص توزيع ستورنت   : 

 متناظر حول محور التراتيب حيث :  Tمنحنى  •

 𝑃(𝑇 ≤ 0) = 𝑃(𝑇 ≥ 0) = 𝑃(𝑇ومنه  0.5 ≤ 𝑡) = 1 − 𝑃(𝑇 ≤ −𝑡)  
 الى مالانهاية ف الإتجاهين دون أن يتقاطعا مع المحور الأفقي .   يمتدان  Tطرفا منحنى  

II.8.  " توزيع فيشرF "   : 

II.1.8.  : نقول عن متحول عشوائي   تعريفهF    أنه يخضع لتوزيع فيشر إذا كانت دالة كثافته معرفة كماƒ(𝒕) =

{

⎾(
𝝂𝟏+𝝂𝟐
𝟐

)

⎾(
𝝂𝟏
𝟐
).⎾(

𝝂𝟐
𝟐
)
. (𝝂𝟏)

𝝂𝟏
𝟐 . (𝝂𝟐)

𝝂𝟐
𝟐 . (𝒙)

𝝂𝟏
𝟐
−𝟏. (𝝂𝟏 + 𝝂𝟐𝒙)

−(
𝝂𝟏+𝝂𝟐
𝟐

)
       𝒙 ≥ 𝟎

 فيما  عدا  ذلك                                                                          𝟎
 

 . Fدرجتا الحرية لتوزيع   ν  1  ν2حيث 

II.2.8.  : خواصه 

 ∗  ƒ(t) ≥ 0                                           ∗ ∫ ƒ(x)𝑑𝑥 = 1
+∞

0
    

على الترتيب  ν1 ν2بدرجتي حرية   ℵ2خاضعين لتوزيع   ℵ1  ,ℵ2إذا كان لدينا متغيين عشوائيين   •

𝐹حيث   Fفإن المتحول العشوائي  =
ℵ1

ν1⁄

ℵ2
ν2⁄

  ν1 ν2خاضع لتوزيع فيشر بدرجتي حرية   

• 𝐹𝑝( ν1, ν2 ) =
1

𝐹1−𝑝(ν2,ν1  )
 

 
II.3.8.  المميزات العددية لـــلمتغيF : 

𝜈2التوقع الرياض :           •

𝜈2−2
 𝐸(𝑥) = 
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2𝜈2التباين :                •
2(𝜈1+𝜈2−2)

𝜈1(𝜈2−4)(𝜈2−2)
2

 Ʋ(𝑥) 𝜈2حيث   = > 4 

 

II.4.8.  ع توزيع فيشر  تاب  : 

ƒ(𝑥k) = P(F ≤ xk) =
⎾(

ν1+ν2

2
)

⎾(
ν1

2
)⎾(

ν2

2
)
∫ (ν1)

ν1
2 . (ν2)

ν2
2 . (x)

ν1
2
−1(ν2 + ν1x)

2
xk

0

dx 

II.5.8.  يعطي هذا الجدول القيم الممكنة للمتغي العشوائي  :جدول قانون توزيع فيشرF   ين مع احتمالعندP  
,𝐹𝑝( ν1ولهذا نكتب أحيانا كل هذه المعطيات كما يلي : "  ν1 ν2وبدرجتي حرية   ν2) أو "𝐹𝑝( ν1,ν2)  

α) أي مستوى المعنوية   P=95%: أحدهما عند  Pيمكن أن نجد جدولين حسب قيمة  = 5%   )
α) أي مستوى المعنوية    P=95%والأخر عند   = 1%  . ) 

 أحسب مايلي :  مثال :

• 𝐹0.95(1,10) 

• 𝐹0.95(6,1) 
• 𝐹0.99(6,10) 
• 𝐹0.95(∞,∞) 
 

 

 

 


