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IVIV.. VarVar.. internes,internes, basesbases thermodynamiquethermodynamique desdes spectresspectres dede relaxationrelaxation

5. Spectres de relaxation sous différentes conditions :5. Spectres de relaxation sous différentes conditions :

EnEn résumérésumé::
CommeComme indiquéindiqué précédemment,précédemment, dansdans lele cascas dede plusieursplusieurs variablesvariablesCommeComme indiquéindiqué précédemment,précédemment, dansdans lele cascas dede plusieursplusieurs variablesvariables
internes,internes, lesles paramètresparamètres thermodynamiquesthermodynamiques sontsont liésliés entreentre euxeux dede lala
mêmemême manièremanière;; Cependant,Cependant, enen général,général, chaquechaque tempstemps dede relaxationrelaxation enen
modemode normalnormal dansdans unun nouvelnouvel ensembleensemble dede conditionsconditions expérimentalesexpérimentales estest
liélié àà toustous lesles tempstemps dede relaxationrelaxation d'origined'origine.. ParPar conséquent,conséquent, lala
généralisationgénéralisation desdes équationséquations auau cascas dede plusieursplusieurs variablesvariables conduitconduit àà desdes
expressionsexpressions plusplus complexescomplexes..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

1. Introduction:1. Introduction:

** Jusqu’àJusqu’à maintenant,maintenant, notrenotre étudeétude sursur lele comportementcomportement élastiqueélastique etet
anélastiqueanélastique traitetraite lala contraintecontrainte etet lala déformationdéformation commecomme s'ilss'ils étaientétaient desdes
quantitésquantités scalairesscalaires..
** CetteCette approcheapproche nousnous aa permispermis dede concentrerconcentrer notrenotre attentionattention sursur lesles** CetteCette approcheapproche nousnous aa permispermis dede concentrerconcentrer notrenotre attentionattention sursur lesles
réponseréponse quiqui différenciedifférencie l’élasticitél’élasticité dede l’anélasticitél’anélasticité..
** DansDans cece chapitre,chapitre, lala contraintecontrainte etet lala déformationdéformation sontsont décritesdécrites commecomme
desdes tenseurstenseurs symétriquessymétriques dede secondsecond ordre,ordre, impliquantimpliquant sixsix composantscomposants..
** CommeComme auau chapitrechapitre 11,, oùoù l’anélasticitél’anélasticité aa étéété abordéeabordée pourpour lala premièrepremière
foisfois soussous formeforme scalairescalaire dede lala loiloi dede HookeHooke nousnous aborderonsaborderons l’anélasticitél’anélasticité
anisotropeanisotrope parpar élasticitéélasticité anisotropeanisotrope..
** DansDans lele cascas lele plusplus généralgénéral d'anélasticitéd'anélasticité anisotrope,anisotrope, jusqu'àjusqu'à 2121
constantesconstantes élastiquesélastiques peutpeut dépendredépendre dudu tempstemps (ou(ou dede lala fréquence)fréquence)..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

1. Introduction:1. Introduction:

** Cependant,Cependant, nousnous verronsverrons queque pourpour lesles cristauxcristaux desdes symétriessymétries
supérieures,supérieures, lele problèmeproblème n'estn'est paspas vraimentvraiment aussiaussi redoutableredoutable qu'onqu'on
pourraitpourrait l'imaginerl'imaginer..
** NousNous verronsverrons enen effeteffet queque lele matériaumatériau présentéprésenté dansdans lesles chapitreschapitres** NousNous verronsverrons enen effeteffet queque lele matériaumatériau présentéprésenté dansdans lesles chapitreschapitres
précédentsprécédents estest directementdirectement applicableapplicable auau cascas desdes cristauxcristaux déformésdéformés dede
manièremanière appropriéeappropriée etet simple,simple, etet facilementfacilement étenduétendu àà desdes cascas plusplus
générauxgénéraux..
** OnOn peutpeut égalementégalement remarquerremarquer que,que, mêmemême pourpour lesles matériauxmatériaux isotropes,isotropes,
lele comportementcomportement d'und'un spécimenspécimen soussous unun modemode dede déformationdéformation arbitrairearbitraire
estest préférablementpréférablement liéesliées àà certainescertaines fonctionsfonctions dede réponseréponse caractéristiquescaractéristiques
obtenuesobtenues àà partirpartir desdes formulationformulation plusplus généralegénérale dede lala loiloi dede HookeHooke..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

** NousNous nene décrironsdécrirons iciici queque lesles équationséquations nécessairesnécessaires auau traitementtraitement dede
l'anélasticitél'anélasticité avecavec lesles définitionsdéfinitions conventionnellesconventionnelles desdes composantescomposantes dede
contraintecontrainte etet dede déformationdéformation..contraintecontrainte etet dede déformationdéformation..
** LesLes composantescomposantes dede lala contraintecontrainte enen unun pointpoint sontsont définiesdéfinies enen termestermes dede
forcesforces quiqui agissentagissent sursur lesles facesfaces d'und'un cubecube unité,unité, dontdont unun coincoin estest àà
l'originel'origine ΟΟ etet dontdont lesles bordsbords sontsont parallèlesparallèles auxaux axesaxes dede coordonnées,coordonnées,
c'estc'est--àà--diredire àà ((OxOxll,, OxOx22,, etet OxOx33)) respectivement,respectivement, commecomme lele montremontre lala
FigureFigure 1414..
** PourPour plusplus dede commoditécommodité dede référence,référence, lesles facesfaces perpendiculairesperpendiculaires auxaux
axesaxes principauxprincipaux ((OxOxll,, OxOx22,, OxOx33)) sontsont notésnotés parpar ((11,, 22,, 33)) respectivementrespectivement..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

** LaLa forceforce transmisetransmise àà traverstravers chaquechaque
faceface (c'est(c'est--àà--diredire forceforce exercéeexercée parpar lele
matériaumatériau àà l'extérieurl'extérieur dudu cubecube sursur lele
matériaumatériau àà l'intérieur)l'intérieur) peutpeut êtreêtre décritedécritematériaumatériau àà l'intérieur)l'intérieur) peutpeut êtreêtre décritedécrite
parpar desdes composantscomposants parallèlesparallèles auxaux
troistrois axes,axes, dede sortesorte qu'ilqu'il yy aa neufneuf
composantscomposants enen touttout..
** Cependant,Cependant, enen raisonraison dede l’équilibrel’équilibre
statique,statique, certainscertains dede cesces composantscomposants
sontsont égauxégaux.. LeLe résultatrésultat estest qu'ilqu'il yy aa sixsix
composantscomposants indépendantsindépendants..

FigurFigure 14. e 14. Un cube unitaire, Un cube unitaire, 
montrant les six composantes montrant les six composantes 

dede la contraintela contrainte..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

** LesLes composantescomposantes dede tractiontraction σσ11,, σσ22 etet σσ33 sontsont définiesdéfinies commecomme desdes
forcesforces parpar unitéunité dede surfacesurface normalesnormales auxaux facesfaces 11,, 22 etet 33,, respectivementrespectivement..
** LaLa contraintecontrainte dede cisaillementcisaillement σσ44 estest lala forceforce agissantagissant sursur lala faceface 22 quiqui
estest dirigéedirigée parallèlementparallèlement àà OxOx33 (ou(ou sursur lala faceface 33 dirigéedirigée parallèlementparallèlement ààestest dirigéedirigée parallèlementparallèlement àà OxOx33 (ou(ou sursur lala faceface 33 dirigéedirigée parallèlementparallèlement àà
OxOx22)).. ElleElle peutpeut doncdonc êtreêtre appeléappelé commecomme composantecomposante dede contraintecontrainte dede
cisaillementcisaillement 22--33..
** DeDe même,même, σσ55 estest lala contraintecontrainte dede cisaillementcisaillement 33--11 etet σσ66 lala contraintecontrainte dede
cisaillementcisaillement 11--22 (voir(voir figurefigure 1414))..
** LesLes composantescomposantes dede lala déformationdéformation sontsont définiesdéfinies commecomme suitsuit::
EnEn touttout pointpoint dudu milieu,milieu, soitsoit uu(x(x11,, xx22,, xx33)) lele déplacementdéplacement vectorielvectoriel dudu
pointpoint depuisdepuis sasa positionposition dansdans unun étatétat dede référenceréférence (sans(sans contrainte)contrainte).. SoitSoit
uuii ((ii == 11,, 22,, 33)) lala ii--ièmeième composantecomposante dede cece déplacementdéplacement..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

Donc:Donc:
εεii= ∂= ∂uuii/∂x/∂xii , i = 1, 2 ou 3, i = 1, 2 ou 3

définit les trois composantes de la déformation en traction, définit les trois composantes de la déformation en traction, 
Tandis Tandis que:que:Tandis Tandis que:que:

εε44= ∂u= ∂u22/∂x/∂x3 3 ++ ∂u∂u33/∂x/∂x2 2 , , εε55= ∂u= ∂u33/∂x/∂x1 1 ++ ∂u∂u11/∂x/∂x3 3 , , εε66= ∂u= ∂u11/∂x/∂x2 2 ++ ∂u∂u22/∂x/∂x1 1 

sont les composants de la contrainte de cisaillement. sont les composants de la contrainte de cisaillement. 

LesLes composantescomposantes dede contraintecontrainte etet dede déformationdéformation peuventpeuvent êtreêtre définiesdéfinies enen
termestermes dede notationnotation tenseurtenseur àà deuxdeux indicesindices (ce(ce quiqui estest utileutile pourpour
déterminerdéterminer commentcomment lesles composantscomposants changentchangent soussous uneune transformationtransformation
desdes axesaxes dede coordonnées,coordonnées, uneune telletelle notationnotation serasera nécessaire)nécessaire)..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

εεii= = εεiiii , , σσii= = σσiiii avec i = 1, 2 ou 3avec i = 1, 2 ou 3

définit les trois composantes de la déformation en traction, définit les trois composantes de la déformation en traction, définit les trois composantes de la déformation en traction, définit les trois composantes de la déformation en traction, 

Tandis que:Tandis que:
εε44= 2= 2εε2323, , εε55= 2= 2εε31 31 , , εε66= 2= 2εε1212 ,, σσ44= = σσ2323, , σσ55= = σσ31 31 , , σσ66= = σσ12 12 

sont les composants de la contrainte de cisaillement. sont les composants de la contrainte de cisaillement. 
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

σσi i = ∑= ∑(j=1→6)(j=1→6)CCijijεεj j avec i = 1→ 6avec i = 1→ 6

LesLes 3636 ((CCijij),), quiqui formentforment uneune matricematrice 66XX66,, sontsont appelésappelés «« ModulesModules
d'élasticitéd'élasticité »» ouou «« ConstantesConstantes dede rigiditérigidité élastiqueélastique »»..
Inversement,Inversement, lesles composantescomposantes dede déformationdéformation peuventpeuvent êtreêtre expriméesexprimées enenInversement,Inversement, lesles composantescomposantes dede déformationdéformation peuventpeuvent êtreêtre expriméesexprimées enen
fonctionsfonctions linéaireslinéaires desdes composantescomposantes dede contrainte,contrainte, ouou

εεi i = ∑= ∑(j=1→6)(j=1→6)SSijijσσj j avec i = 1→ 6avec i = 1→ 6

LesLes 3636 quantitésquantités SSijij sontsont connuesconnues soussous lele nomnom dede «« ModulesModules dede
complaisancecomplaisance »» ouou dede «« ConstantesConstantes dede complaisancecomplaisance élastiqueélastique »».. IlIl estest
clairclair queque SSijij peutpeut êtreêtre expriméexprimé enen termestermes dede constantesconstantes CCklkl parpar l'utilisationl'utilisation
directedirecte dede déterminantsdéterminants..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

** SousSous cesces formes,formes, lala loiloi dede HookeHooke aa lesles mêmesmêmes caractéristiquescaractéristiques
généralesgénérales queque lala relationrelation plusplus simplesimple dudu premierpremier chapitre,chapitre, àà savoir,savoir, lala
déformationdéformation estest instantanée,instantanée, linéairelinéaire etet récupérablerécupérable..

** UneUne simplificationsimplification significativesignificative desdes matricesmatrices cijcij résulterésulte dudu faitfait queque
l'incrémentl'incrément d'énergied'énergie élastiqueélastique parpar unitéunité dede volumevolume dWdW d'und'un corpscorps
déformédéformé s'écrits'écrit dede lala façonfaçon suivantesuivante ((NyeNye,, 19571957))::

dWdW = ∑= ∑(j=1→6)(j=1→6)σσii.d.dεεii

AvecAvec::
σσi i = ∂W/∂= ∂W/∂εεii et et σσj j = ∂W/∂= ∂W/∂εεj j → ∂→ ∂σσii/∂/∂εεj j = ∂= ∂σσjj/∂/∂εεi i ou ou CCijij = = CCjiji
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

** LeLe dernierdernier résultatrésultat signifiesignifie queque lesles élémentséléments horshors diagonalediagonale dede lala
matricematrice CCijij sontsont égauxégaux parpar paires,paires, dede sortesorte queque lala matricematrice estest symétriquesymétrique..
DoncDonc lesles 3636 constantesconstantes dede rigiditérigidité sontsont ainsiainsi réduitesréduites àà 2121..DoncDonc lesles 3636 constantesconstantes dede rigiditérigidité sontsont ainsiainsi réduitesréduites àà 2121..

** DesDes relationsrelations similairessimilaires existentexistent pourpour lesles modulesmodules dede complaisancecomplaisance SSijij..

** LeLe modulemodule dede massemasse KK d'und'un matériaumatériau (ou(ou sasa réciproque,réciproque, lala
compressibilité)compressibilité) peutpeut facilementfacilement êtreêtre expriméexprimé enen termestermes dede coefficientscoefficients
SSijij ouou CCijij::

K≡ K≡ --P/(P/(ΔΔV/V)V/V)
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

Avec:Avec:
ΔΔV/V: V/V: La dilatation La dilatation ((ΔΔV/V = V/V = εε11 + + εε22 + + εε33))
P:P: La pression hydrostatique La pression hydrostatique (P = (P = --σσ11 = = --σσ22 = = --σσ33))
D’où on obtient la relation suivante:D’où on obtient la relation suivante:

KK--11 = S= S11 11 + S+ S2222 + S+ S3333 + 2(S+ 2(S1212 + S+ S2323 + S+ S3131))

** IlIl estest parfoisparfois nécessairenécessaire dede distinguerdistinguer lesles modulesmodules mesurésmesurés enen
adiabatiqueadiabatique (à(à entropieentropie constante)constante) ouou enen isothermeisotherme (à(à températuretempérature
constante)constante)..
** EnEn fait,fait, lesles mesuresmesures quasiquasi--statiquesstatiques donnentdonnent généralementgénéralement lesles
constantesconstantes isothermes,isothermes, tandistandis queque lesles mesuresmesures dynamiquesdynamiques àà hautehaute
fréquencefréquence donnentdonnent lesles constantesconstantes adiabatiquesadiabatiques..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :2. Déformation, contrainte et la loi de Hooke :

** LaLa différencedifférence entreentre lesles constantesconstantes dede complaisancecomplaisance adiabatiqueadiabatique etet
isothermeisotherme estest obtenueobtenue àà partirpartir desdes deuxdeux équationséquations::

(∂(∂εε/∂/∂σσ))ξξ, S, S = (∂= (∂εε/∂/∂σσ))ξξ, T, T + (∂+ (∂εε/∂T)/∂T)ξξ, , σσ. (∂T/∂. (∂T/∂σσ))ξξ, S, S

JJU; SU; S = J= JU; TU; T –– αα².T².T00/c/cσσ

PourPour obtenirobtenir l’équationl’équation généraliségénéralisé suivantesuivante::
[[SSijij]]s(Entropie constante)s(Entropie constante) = [= [SSijij]]T(Température constante)T(Température constante) –– ααii..ααjj.T.T/c/cσσ

AvecAvec::
ααii ≡ (∂≡ (∂εεii/∂T)/∂T)σσ

** CetteCette différencedifférence estest généralementgénéralement faible,faible, dede l'ordrel'ordre dede 11%%,, maismais pourpour
certainscertains typestypes d'anélasticité,d'anélasticité, cettecette différencedifférence devientdevient importanteimportante
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

3. Les constantes élastiques caractéristiques:3. Les constantes élastiques caractéristiques:

** IlIl estest importantimportant dede réaliserréaliser queque lala matricematrice entièreentière desdes coefficientscoefficients ((ssijij))
ouou ((ccijij)) changechange àà mesuremesure queque l'orientationl'orientation desdes axesaxes dede coordonnéescoordonnées pourpour
lala contraintecontrainte etet lala déformationdéformation changechange parpar rapportrapport auxaux axesaxes dede symétriesymétrielala contraintecontrainte etet lala déformationdéformation changechange parpar rapportrapport auxaux axesaxes dede symétriesymétrie
cristallinecristalline..
** LesLes constantesconstantes élastiquesélastiques d'und'un cristalcristal dansdans sonson orientationorientation standardstandard sontsont
appeléesappelées lesles constantesconstantes caractéristiquescaractéristiques dudu matériaumatériau..
** Dorénavant,Dorénavant, nousnous utiliseronsutiliserons lesles symbolessymboles majusculesmajuscules CCijij etet SSijij pourpour
désignerdésigner cesces constantesconstantes caractéristiquescaractéristiques..
** ÀÀ titretitre d'illustration,d'illustration, nousnous donneronsdonnerons quelquesquelques exemplesexemples dede lala formeforme
desdes matricesmatrices pourpour lesles cristauxcristaux dede symétriesymétrie supérieuresupérieure..



Propriétés Propriétés Physique de la matière condensée Physique de la matière condensée 11

VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

3. Les constantes élastiques caractéristiques:3. Les constantes élastiques caractéristiques:

** TétragonalTétragonal:: AvecAvec unun axeaxe OxOx33 parallèleparallèle àà l'axel'axe tétragonaltétragonal,, lala matricematrice
((SSijij)) prendprend lala formeforme suivantesuivante::

** MêmeMême écritureécriture pourpour lala matricematrice ((CCijij))
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

3. Les constantes élastiques caractéristiques:3. Les constantes élastiques caractéristiques:

** HexagonalHexagonal:: avecavec unun axeaxe OxOx33 parallèleparallèle àà l'axel'axe hexagonal,hexagonal, lala matricematrice
((SSijij)) prendprend lala formeforme suivantesuivante::

AvecAvec::
SS6666 = 2(S= 2(S11 11 -- SS1212) ou C) ou C6666 = (1/2)(C= (1/2)(C11 11 -- CC1212) ) 

Ou il n'y a que cinq constantes élastiques indépendantes.Ou il n'y a que cinq constantes élastiques indépendantes.
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

3. Les constantes élastiques caractéristiques:3. Les constantes élastiques caractéristiques:

** TrigonalTrigonal:: avecavec unun axeaxe OxOx33 parallèleparallèle àà l'axel'axe trigonal,trigonal, lala matricematrice ((SSijij))
prendprend lala formeforme suivantesuivante::

AvecAvec::
SS1414 = = -- SS1515 = (1/2)(S= (1/2)(S5656) ou C) ou C1414 = = -- CC1515 = C= C5656



** CubiqueCubique:: avecavec desdes axesaxes (Ox(Ox11,, OxOx22,, OxOx33)) quiqui coïncidentcoïncident avecavec lesles troistrois
axesaxes dudu cube,cube, lala matricematrice ((SSijij)) prendprend lala formeforme suivantesuivante::
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

3. Les constantes élastiques caractéristiques:3. Les constantes élastiques caractéristiques:

OuOu ilil n'yn'y aa queque troistrois constantesconstantes élastiquesélastiques indépendantesindépendantes..

** MêmeMême écritureécriture pourpour lala matricematrice ((CCijij))
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

3. Les constantes élastiques caractéristiques:3. Les constantes élastiques caractéristiques:

** PourPour unun cristalcristal arbitrairementarbitrairement orientéorienté parpar rapportrapport auxaux axesaxes standards,standards,
toustous lesles composantscomposants dede lala matricematrice sont,sont, enen général,général, nonnon nulsnuls..
** LesLes composantescomposantes ssijij dede lala matricematrice d'orientationd'orientation arbitrairearbitraire peuventpeuvent êtreêtre** LesLes composantescomposantes ssijij dede lala matricematrice d'orientationd'orientation arbitrairearbitraire peuventpeuvent êtreêtre
expriméesexprimées enen termestermes dede constantesconstantes caractéristiquescaractéristiques etet dede cosinuscosinus dede
directiondirection entreentre lesles axesaxes dede coordonnéescoordonnées etet lesles axesaxes standardstandard..
** LesLes équationséquations dede cece typetype sontsont donnéesdonnées dansdans dede nombreusesnombreuses référencesréférences
** IlIl estest intéressantintéressant dede citerciter lesles résultatsrésultats dede certainscertains cascas particuliersparticuliers..
** Premièrement,Premièrement, nousnous exprimonsexprimons lele modulemodule dede YoungYoung dansdans uneune directiondirection
arbitrairearbitraire pourpour lesles troistrois systèmessystèmes cristallinscristallins dede plusplus hautehaute symétriesymétrie enen
notantnotant queque EE--11 == ss1111
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

3. Les constantes élastiques caractéristiques:3. Les constantes élastiques caractéristiques:

AvecAvec:: γγ11,, γγ22 etet γγ33 sontsont lesles cosinuscosinus directeursdirecteurs entreentre lala directiondirection dede lala
déformationdéformation etet lesles troistrois axesaxes cristallinscristallins nousnous avonsavons lele modulemodule dede YoungYoung::
** PourPour lele cascas tétragonaltétragonal::

EE--11 = (= (γγ11
44 + + γγ22

44).S).S1111+ + γγ33
44.S.S3333 + + γγ11

22..γγ22
22.(2S.(2S1212+ S+ S6666) + ) + γγ33

22(1 (1 –– γγ33
22).(2S).(2S1313+ + 

SS ))SS4444))
** PourPour lele cascas hexagonalhexagonal::

EE--11 = (1 = (1 –– γγ33
22).S).S1111+ + γγ33

44.S.S3333 + + γγ33
22(1 (1 –– γγ33

22).(2S).(2S1313+ S+ S4444))

** PourPour lele cascas cubiquecubique::
EE--11 = S= S11 11 –– 2[S2[S1111 –– SS1212 –– (½)S(½)S4444].(].(γγ11

22..γγ22
22 + + γγ22

22..γγ33
22 + + γγ33

22..γγ11
22))

On mettons On mettons ΓΓ = (= (γγ11
22..γγ22

22 + + γγ22
22..γγ33

22 + + γγ33
22..γγ11

22): ): Cette quantité varie de zéro Cette quantité varie de zéro 
(déformation suivant <100>) jusqu’à 1/3 (déformation suivant <111>) (déformation suivant <100>) jusqu’à 1/3 (déformation suivant <111>) 
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

3. Les constantes élastiques caractéristiques:3. Les constantes élastiques caractéristiques:

** UneUne autreautre quantitéquantité intéressanteintéressante estest lele modulemodule dede torsiontorsion «« GG »» d'und'un
cristalcristal enen formeforme dede tigetige dede sectionsection circulairecirculaire..
AvecAvec:: γγ11,, γγ22 etet γγ33 sontsont lesles cosinuscosinus directeursdirecteurs entreentre lala directiondirection dede lala
déformationdéformation etet lesles troistrois axesaxes cristallinscristallins nousnous avonsavons::
** PourPour lele cascas tétragonaltétragonal::** PourPour lele cascas tétragonaltétragonal::
GG--11 = (1/2)(= (1/2)(γγ11

44 + + γγ22
44).(S).(S4444 + S + S 6666) + ) + γγ33

44.S.S4444 + + γγ11
22..γγ22

22.[4(S.[4(S1111 –– SS1212) + (S) + (S4444 ––
SS6666)]+ [2(S)]+ [2(S1111 + S+ S33 33 –– 2S2S1313) + (1/2)(S) + (1/2)(S6666 –– SS4444)].)].γγ33

22(1 (1 –– γγ33
22))

** PourPour lele cascas hexagonalhexagonal::
GG--11 =S=S4444+ [S+ [S1111 + S+ S12 12 –– (1/2)S(1/2)S4444](1 ](1 –– γγ33

22) + 2(S) + 2(S1111+ S+ S33 33 –– 2S2S13 13 –– SS4444).).γγ33
22(1 (1 ––

γγ33
22))

** PourPour lele cascas cubiquecubique::
GG--11 = S= S44 44 + 4[S+ 4[S1111 –– SS1212 –– (½)S(½)S4444].(].(γγ11

22..γγ22
22 + + γγ22

22..γγ33
22 + + γγ33

22..γγ11
22) ) 
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

3. Les constantes élastiques caractéristiques:3. Les constantes élastiques caractéristiques:

** PourPour lele matériaumatériau isotrope,isotrope, onon peutpeut lele considérerconsidérer commecomme unun cascas
particulierparticulier d'und'un cristalcristal cubiquecubique dansdans lequellequel EE etet GG sontsont indépendantsindépendants dede
l'orientationl'orientation cettecette conditioncondition estest remplieremplie lorsquelorsque::

SS4444 = 2(S= 2(S1111 –– SS1212) ou bien C) ou bien C4444 = (1/2)(C= (1/2)(C1111 –– CC1212) ) 

CeCe quiqui veutveut diredire qu’ilqu’il n'yn'y aa queque deuxdeux constantesconstantes élastiquesélastiques indépendantes,indépendantes,
quiqui peuventpeuvent êtreêtre considéréesconsidérées commecomme lele modulemodule dede cisaillementcisaillement

G = 1/SG = 1/S4444

etet lele modulemodule dede massemasse
K = 1/3(SK = 1/3(S1111 –– 2S2S1212) ) 

CelaCela impliqueimplique lala relationrelation dudu modulemodule dede YoungYoung suivantesuivante::
3/E = 1/G + 1/3K 3/E = 1/G + 1/3K 
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** D'autresD'autres simplificationssimplifications dede lala loiloi dede HookeHooke pourpour lesles cristauxcristaux peuventpeuvent
êtreêtre effectuéeseffectuées si,si, auau lieulieu desdes composantscomposants habituelshabituels dede contraintecontrainte etet dede
déformation,déformation, nousnous choisissonschoisissons sixsix combinaisonscombinaisons linéaireslinéaires indépendantesindépendantes
desdes composantscomposants habituelshabituels quiqui possèdentpossèdent certainescertaines propriétéspropriétésdesdes composantscomposants habituelshabituels quiqui possèdentpossèdent certainescertaines propriétéspropriétés
fondamentalesfondamentales dede symétriesymétrie associéesassociées auau cristalcristal enen questionquestion..
** CesCes combinaisonscombinaisons linéaires,linéaires, connuesconnues soussous lele nomnom dede coordonnéescoordonnées dede
symétriesymétrie dede contraintecontrainte ouou déformation,déformation, ouou dede contraintescontraintes etet déformationsdéformations
symétriques,symétriques, sontsont obtenuesobtenues auau moyenmoyen dede lala théoriethéorie desdes groupesgroupes ((NowickNowick
etet Heller,Heller, 19651965))..
** NousNous n'essaieronsn'essaierons paspas dede développerdévelopper cesces combinaisonscombinaisons linéaireslinéaires
symétriséessymétrisées ici,ici, maismais nousnous lesles avonsavons répertoriéesrépertoriées pourpour lesles cristauxcristaux
cubiques,cubiques, hexagonaux,hexagonaux, tétragonauxtétragonaux etet trigonauxtrigonaux..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** IlIl existeexiste unun totaltotal dede sixsix contraintescontraintes symétriséessymétrisées etet sixsix déformationsdéformations
correspondantescorrespondantes répertoriéesrépertoriées pourpour chaquechaque systèmesystème cristallincristallin..
** CesCes contraintescontraintes etet déformationsdéformations symétriséessymétrisées sontsont séparéesséparées selonselon lesles
différentesdifférentes manièresmanières dontdont elleselles sese transformenttransforment soussous lesles opérationsopérations dededifférentesdifférentes manièresmanières dontdont elleselles sese transformenttransforment soussous lesles opérationsopérations dede
symétriesymétrie dudu cristalcristal..
** CesCes moyensmoyens dede transformationtransformation sontsont indiquésindiqués parpar uneune désignationdésignation dede
symétriesymétrie appropriéeappropriée (Α,(Α, Β,Β, EE ouou T)T) donnéedonnée dansdans lesles tableauxtableaux suivantssuivants..
** Puisqu'unePuisqu'une opérationopération dede symétriesymétrie produitproduit uneune transformationtransformation linéairelinéaire
desdes coordonnées,coordonnées, elleelle prendra,prendra, enen général,général, uneune composantecomposante dede contraintecontrainte
(ou(ou déformation)déformation) enen uneune combinaisoncombinaison linéairelinéaire desdes sixsix composantescomposantes..
** LesLes quantitésquantités symétriséessymétrisées montrentmontrent cependantcependant unun comportementcomportement dede
transformationtransformation beaucoupbeaucoup plusplus simplesimple..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

SystèmeSystème Type IType I ContrainteContrainte ComplaisanceComplaisance DéformationDéformation

CubiqueCubique AA σσ11 ++ σσ22 ++ σσ33 SS1111 + 2S+ 2S1212 εε11 + + εε22 + + εε33

HexagonalHexagonal
TétragonalTétragonal

trigonaltrigonal

AA (1/2)(1/2)1/21/2((σσ11 ++ σσ22)) SS1111 + S+ S1212 (1/2)(1/2)1/21/2((εε11 + + εε22))

AA (1/2)(1/2)1/21/2((σσ11 ++ σσ22)) (2)(2)1/21/2(S(S1313)) εε33

AA σσ33 (2)(2)1/21/2(S(S1313)) (1/2)(1/2)1/21/2((εε11 + + εε22))

AA σσ33 SS3333 εε33
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

SystèmeSystème Type IIType II ContrainteContrainte ComplaisanceComplaisance DéformationDéformation

EE 22σσ11 –– σσ22 –– σσ33 SS1111 –– SS1212 22εε11 –– εε22 –– εε33

CubiqueCubique

EE σσ22 –– σσ33 SS1111 –– SS1212 εε22 –– εε33

T ou FT ou F σσ44 SS4444 εε44

T ou FT ou F σσ55 SS4444 εε55

T ou FT ou F σσ66 SS4444 εε66
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

SystèmeSystème Type IIType II ContrainteContrainte ComplaisanceComplaisance DéformationDéformation

EE σσ SS εε

HexagonalHexagonal

EE11 σσ44 SS4444 εε44

EE11 σσ55 SS4444 εε55

EE22 σσ11 –– σσ22 SS1111 –– SS1212 εε11 –– εε22

EE22 σσ66 SS1111 –– SS1212 ΕΕ66/2/2
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

SystèmeSystème Type IIType II ContrainteContrainte ComplaisanceComplaisance DéformationDéformation

BB σσ –– σσ SS –– SS εε –– εε

TétragonalTétragonal
(haute classe(haute classe
de de symétrie)symétrie)

BB11 σσ11 –– σσ22 SS1111 –– SS1212 εε11 –– εε22

BB22 σσ66 SS4444 εε66

EE σσ44 SS4444 εε44

EE σσ55 SS4444 εε55
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

SystèmeSystème Type IIType II ContrainteContrainte ComplaisanceComplaisance DéformationDéformation

EE σσ44 SS4444 εε44

EE σσ44 (2)(2)1/21/2 SS4444 (1/2)(1/2)1/21/2 ((εε11 –– εε22))

Trigonal Trigonal 
(haute classe(haute classe
de de symétrie)symétrie)

EE (1/2)(1/2)1/21/2 ((σσ11 –– σσ22)) (2)(2)1/21/2 SS4444 εε44

EE (1/2)(1/2)1/21/2 ((σσ11 –– σσ22)) SS1111 –– SS1212 (1/2)(1/2)1/21/2 ((εε11 –– εε22))

EE σσ55 SS4444 εε55

EE σσ55 (2)(2)1/21/2 SS1414 (1/2)(1/2)1/21/2εε66

EE (1/2)(1/2)1/21/2σσ66 (2)(2)1/21/2 SS1414 εε55

EE (1/2)(1/2)1/21/2σσ66 SS1111 –– SS1212 (1/2)(1/2)1/21/2εε66
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

Type de Type de 
symétriesymétrie

DésignationDésignation DéfinitionDéfinition

Déformation cristalline sous une déformation de type I n'est pas abaissé en symétrie. Déformation cristalline sous une déformation de type I n'est pas abaissé en symétrie. 

Symétrie totale (Symétrie totale (Les combinaisons linéaires de composants Les combinaisons linéaires de composants 
II AA

Symétrie totale (Symétrie totale (Les combinaisons linéaires de composants Les combinaisons linéaires de composants 
de contrainte (ou déformation) sont inchangées en effectuant de contrainte (ou déformation) sont inchangées en effectuant 

l'une des opérations de symétrie du cristal)l'une des opérations de symétrie du cristal)

Déformation cristalline sous une déformation de type II est abaissé en symétrie.Déformation cristalline sous une déformation de type II est abaissé en symétrie.

IIII

B (BB (B11, B, B22)) Diminution ou dilatation d’un paramètreDiminution ou dilatation d’un paramètre

EE Double déformationDouble déformation

T ou FT ou F Triple déformation (généralement dans la structure cubique)Triple déformation (généralement dans la structure cubique)
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4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** PourPour l'étudel'étude dede l'anélasticité,l'anélasticité, ilil estest avantageuxavantageux dede distinguerdistinguer uneune desdes
désignationsdésignations dede symétriesymétrie dede toutestoutes lesles autresautres..
ExempleExemple dede lala symétriesymétrie désignédésigné parpar «« AA »» dede typetype I,I, dansdans lele cristalcristal
tétragonaltétragonal,, uneune rotationrotation dede π/π/22 autourautour dede l'axel'axe tétragonaltétragonal xx33 donnedonne::

xx11 → x→ x22 et xet x22 → → --xx11. . 
σσ11 → σ→ σ22 et σet σ22 → σ→ σ11, , 

mais la combinaison linéaire σmais la combinaison linéaire σ11 + σ+ σ22 reste inchangée.reste inchangée.

** LaLa complaisancecomplaisance mentionnémentionné dansdans lele tableautableau (dite(dite symétrisée)symétrisée) estest lala
quantitéquantité qui,qui, multipliéemultipliée parpar uneune contraintecontrainte symétrisée,symétrisée, donnedonne lala
déformationdéformation symétriséesymétrisée correspondantecorrespondante..
** L'importanceL'importance desdes contraintescontraintes etet déformationsdéformations symétriséessymétrisées estest lala
simplificationsimplification quiqui sese produitproduit dansdans lala loiloi dede HookeHooke lorslors dede leurleur utilisationutilisation..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** LaLa théoriethéorie desdes groupesgroupes quiqui serventservent dede basebase àà cettecette simplificationsimplification
peuventpeuvent êtreêtre énoncésénoncés enen termestermes simplessimples commecomme suitsuit::

11-- UneUne contraintecontrainte symétriséesymétrisée etet uneune déformationdéformation symétriséesymétrisée quiqui
appartiennentappartiennent àà différentesdifférentes désignationsdésignations dede symétriesymétrie nene peuventpeuvent paspasappartiennentappartiennent àà différentesdifférentes désignationsdésignations dede symétriesymétrie nene peuventpeuvent paspas
êtreêtre coupléescouplées lesles unesunes auxaux autres,autres, cc..--àà--dd.. lala constanteconstante dede conformitéconformité
relativerelative àà uneune telletelle contraintecontrainte etet déformationdéformation doitdoit êtreêtre nullenulle..

UneUne conséquenceconséquence particulièreparticulière dudu premierpremier théorèmethéorème estest qu'unequ'une contraintecontrainte
dede typetype II nene peutpeut paspas donnerdonner lieulieu àà uneune déformationdéformation dede typetype IIII.. ParPar
exemple,exemple, dansdans unun cristalcristal cubique,cubique, lala pressionpression hydrostatiquehydrostatique nene donnedonne lieulieu
qu'àqu'à unun changementchangement dede volumevolume maismais paspas àà uneune distorsiondistorsion dede cisaillementcisaillement
dudu cristalcristal..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

22-- PourPour uneune désignationdésignation dégénéréedégénérée (E(E ouou T),T), oùoù desdes contraintescontraintes etet
déformationsdéformations symétriquessymétriques sese produisentproduisent dansdans desdes ensemblesensembles
correspondantscorrespondants (de(de deuxdeux ouou trois),trois), lesles contraintescontraintes etet déformationsdéformationscorrespondantscorrespondants (de(de deuxdeux ouou trois),trois), lesles contraintescontraintes etet déformationsdéformations
correspondantescorrespondantes d'und'un ensembleensemble donnédonné sontsont liéesliées parpar lala mêmemême
constanteconstante dede complaisance,complaisance, tandistandis queque cellescelles quiqui nene correspondentcorrespondent
paspas nene sontsont paspas coupléscouplés lesles unsuns auxaux autresautres..

PourPour illustrerillustrer lele deuxièmedeuxième théorème,théorème, notonsnotons queque dansdans lesles cristauxcristaux
cubiquescubiques soussous uneune désignationdésignation dede symétriesymétrie T,T, lala contraintecontrainte σσ44 n'estn'est paspas
coupléecouplée auxaux déformationsdéformations εε55 etet εε66.. EnEn revanche,revanche, εε44//σσ44 == εε55//σσ55 == εε66//σσ66 == SS4444
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** ChaqueChaque foisfois qu'unequ'une contraintecontrainte symétriséesymétrisée estest découpléedécouplée dede toutestoutes lesles
déformationsdéformations symétriséessymétrisées àà l'exceptionl'exception dede cellecelle quiqui luilui correspond,correspond, lala loiloi
dede HookeHooke revientrevient àà lala formeforme simplesimple εε == JJ..σσ..dede HookeHooke revientrevient àà lala formeforme simplesimple εε == JJ..σσ..
** LaLa complaisancecomplaisance appropriéeappropriée JJ estest donnéedonnée dansdans lesles tableauxtableaux enen termestermes
dede coefficientscoefficients SSijij pourpour chacunchacun dede cesces cascas..
** ChacuneChacune dede cesces complaisancescomplaisances dansdans lesles tableauxtableaux peutpeut êtreêtre vérifiéevérifiée àà
l'aidel'aide dede l'équationl'équation cici--dessousdessous enen définissantdéfinissant lesles cinqcinq autresautres contraintescontraintes
symétriquessymétriques égaleségales àà zérozéro::

εεi i = ∑= ∑(j=1→6)(j=1→6)SSijijσσj j avec i = 1→ 6avec i = 1→ 6
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4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

ParPar exemple,exemple, pourpour lala déformationdéformation hydrostatiquehydrostatique dansdans lele cascas cubiquecubique::

σσ44 = = σσ55 = = σσ6 6 = 2= 2σσ11 –– σσ22 –– σσ33 == σσ22 –– σσ33 = 0 = 0 

ce qui implique ce qui implique ce qui implique ce qui implique 

σσ11 = = σσ22 = = σσ33

On obtient: On obtient: 

εε11 + + εε22 + + εε33 = (S= (S1111 + 2S+ 2S1212)()(σσ11 + + σσ22 + + σσ33) ) 

comme la relation entre la contrainte et la déformation symétrisées de comme la relation entre la contrainte et la déformation symétrisées de 
type I.type I.
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4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** PuisquePuisque lala pressionpression hydrostatiquehydrostatique estest donnéedonnée parpar::

P = P = -- (1/3)((1/3)(σσ11 + + σσ22 + + σσ33))

et le changement de volume par:et le changement de volume par:

ΔV/V = ΔV/V = εε11 + + εε22 + + εε33

Cela veut dire que le module de compressibilité du cristal est représenté Cela veut dire que le module de compressibilité du cristal est représenté 
par:par:

3(S3(S1111 + 2S+ 2S1212))
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4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** OnOn peutpeut avoiravoir unun couplagecouplage entreentre différentesdifférentes contraintescontraintes etet déformationsdéformations
lorsqu'unelorsqu'une désignationdésignation dede symétriesymétrie donnéedonnée estest répétéerépétée.. UnUn exempleexemple dede cece
typetype estest celuicelui desdes cristauxcristaux hexagonaux,hexagonaux, tétragonauxtétragonaux etet trigonaux,trigonaux, oùoù ilil yy aa
deuxdeux contraintescontraintes symétriquessymétriques (et(et deuxdeux déformations)déformations) dede typetype II..
** PuisquePuisque cellescelles--cici appartiennentappartiennent àà lala mêmemême désignationdésignation dede symétrie,symétrie, ilsils** PuisquePuisque cellescelles--cici appartiennentappartiennent àà lala mêmemême désignationdésignation dede symétrie,symétrie, ilsils
nene sontsont paspas découplés,découplés, maismais lesles composantescomposantes horshors diagonalesdiagonales dansdans lala
matricematrice desdes coefficientscoefficients sontsont toujourstoujours symétriquessymétriques.. EnEn conséquence,conséquence, ilil
existeexiste troistrois constantesconstantes dede complaisancecomplaisance élastiqueélastique.. DansDans cece cas,cas, lesles
relationsrelations dede loiloi dede HookeHooke appropriéesappropriées entreentre lesles deuxdeux contraintescontraintes etet
déformationsdéformations dede typetype II sontsont::

(1/2)(1/2)1/21/2((εε11 + + εε22) = [(S) = [(S1111 + S+ S1212)((1/2))((1/2)1/21/2((σσ11 + + σσ22)] + [(2))] + [(2)1/21/2(S(S1313)) σσ33]]

εε33 = [= [(2)(2)1/21/2(S(S1313) (1/2)) (1/2)1/21/2((σσ11 + + σσ22)] + [S)] + [S3333 σσ33]]
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4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** Ainsi,Ainsi, lala matricematrice complètecomplète desdes complaisancecomplaisance symétriséessymétrisées pourpour lele cascas
tétragonaltétragonal prendprend lala formeforme suivantesuivante::
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4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** PourPour résumer,résumer, l'utilisationl'utilisation dede contraintescontraintes etet dede déformationsdéformations
symétriséessymétrisées nousnous amèneamène unun longlong cheminchemin versvers lele découplagedécouplage dede lala relationrelation
généralegénérale contraintecontrainte--déformationdéformation (loi(loi dede Hooke),Hooke), enen particulierparticulier pourpour lesles
cristauxcristaux dede symétriesymétrie supérieuresupérieure..cristauxcristaux dede symétriesymétrie supérieuresupérieure..
** DansDans lele cascas cubique,cubique, lesles sixsix contraintescontraintes etet déformationsdéformations symétriquessymétriques
sontsont découpléesdécouplées enen relationsrelations dede lala formeforme εε == JJ..σσ,, tandistandis queque pourpour lesles
cristauxcristaux hexagonauxhexagonaux etet tétragonauxtétragonaux,, quatrequatre desdes sixsix contraintescontraintes etet
déformationsdéformations sontsont découpléesdécouplées dede cettecette manièremanière..
** UnUn autreautre avantageavantage encoreencore àà l'utilisationl'utilisation desdes quantitésquantités symétriséessymétrisées
apparaîtapparaît parpar rapportrapport àà lala différencedifférence entreentre lesles modulesmodules adiabatiquesadiabatiques etet
isothermesisothermes
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4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** LaLa dilatationdilatation thermiquethermique nene modifiemodifie paspas lala symétriesymétrie cristalline,cristalline, lele
coefficientcoefficient dede dilatationdilatation thermiquethermique ααii nene peutpeut queque contribuercontribuer àà uneune
déformationdéformation dede typetype II..
** Ainsi,Ainsi, lala différencedifférence entreentre lesles constantesconstantes dede complaisancecomplaisance adiabatiquesadiabatiques** Ainsi,Ainsi, lala différencedifférence entreentre lesles constantesconstantes dede complaisancecomplaisance adiabatiquesadiabatiques
etet isothermesisothermes dede typetype IIII estest toujourstoujours nullenulle (voir(voir lala relationrelation précédente)précédente)::

[[SSijij]]s(Entropie constante)s(Entropie constante) = [= [SSijij]]T(Température constante)T(Température constante) –– ααii..ααjj.T.T/c/cσσ

** PourPour lele cascas cubique,cubique, lala seuleseule constanteconstante dede complaisancecomplaisance symétriséesymétrisée quiqui
montremontre uneune différencedifférence estest lala compressibilitécompressibilité 33(S(S1111 ++ 22SS1212)).. DansDans cece cas,cas,
commecomme lele coefficientcoefficient dede dilatationdilatation thermiquethermique linéairelinéaire αα estest lele mêmemême dansdans
toutestoutes lesles directions,directions, nousnous avonsavons::

3[(S3[(S1111 + 2S+ 2S1212)])]ss = 3[(S= 3[(S1111 + 2S+ 2S1212)])]TT –– 99αα22.T/c.T/cσσ
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4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :4. Utilisation des contraintes et déformations symétriques :

** LesLes contraintescontraintes symétriséessymétrisées enen termestermes dede déformationsdéformations symétriséessymétrisées
s’écrivents’écrivent viavia lesles coefficientscoefficients CCijij avecavec lesles mêmesmêmes indicesindices queque lesles
complaisancescomplaisances correspondantescorrespondantes quiqui apparaissentapparaissent dansdans lesles tableauxtableaux.. CelaCela
conduitconduit àà desdes relationsrelations particulièrementparticulièrement simplessimples chaquechaque foisfois queque lele
découplagedécouplage contraintecontrainte--déformationdéformation sese produitproduit etet queque lele modulemodule appropriéappropriédécouplagedécouplage contraintecontrainte--déformationdéformation sese produitproduit etet queque lele modulemodule appropriéapproprié
estest l'inversel'inverse dudu correspondantcorrespondant teltel queque::

Cubique:Cubique:
(S(S1111 + 2S+ 2S1212))

--11 = (C= (C1111 + 2C+ 2C1212), (S), (S1111 –– 2S2S1212))
--11 = (C= (C1111 –– 2C2C1212), S), S4444= C= C4444

Hexagonal et Hexagonal et tétragonaltétragonal::
(S(S1111 –– 2S2S1212))

--11 = (C= (C1111 –– 2C2C1212), 1/S), 1/S4444= C= C4444

Et un plus pour le Et un plus pour le tétragonaltétragonal: : 
1/S1/S6666= C= C6666

** Lorsqu'ilLorsqu'il existeexiste desdes équationséquations couplées,couplées, l'inversionl'inversion donnedonne uneune relationrelation
plusplus complexecomplexe entreentre lesles coefficientscoefficients CCijij etet SSijij..
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4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

** D'unD'un pointpoint dede vuevue pratique,pratique, ilil estest difficiledifficile d'appliquerd'appliquer lesles systèmessystèmes dede
contraintescontraintes théoriquesthéoriques simplessimples àà unun échantillonéchantillon réelréel.. ParPar exemple,exemple, ilil estest
difficiledifficile d'exciterd'exciter unun cristalcristal cubiquecubique àà desdes oscillationsoscillations dansdans lesquelleslesquelles lele
systèmesystème dede contraintescontraintes n'estn'est constituéconstitué queque dede lala contraintecontrainte σσ44,, ouousystèmesystème dede contraintescontraintes n'estn'est constituéconstitué queque dede lala contraintecontrainte σσ44,, ouou
seulementseulement dede σσ11 == -- σσ22..
** PourPour lesles méthodesméthodes dynamiquesdynamiques statiquesstatiques ouou dede typetype résonnant,résonnant, lesles
constantesconstantes élastiquesélastiques "pratiques""pratiques" sontsont lesles modulesmodules dede YoungYoung (E)(E) etet dede
torsiontorsion (G)(G) tandistandis queque pourpour lesles méthodesméthodes dede propagationpropagation desdes ondes,ondes, lesles
modulesmodules pratiquespratiques sontsont ceuxceux obtenusobtenus àà partirpartir desdes vitessesvitesses sonoressonores
longitudinaleslongitudinales etet transversalestransversales.. PourPour unun cristalcristal orientéorienté dansdans uneune directiondirection
arbitraire,arbitraire, certainscertains modulesmodules pratiquespratiques impliquentimpliquent touttout ouou plusieursplusieurs desdes
complaisancescomplaisances symétriséessymétrisées..



Propriétés Propriétés Physique de la matière condensée Physique de la matière condensée 11

VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

** EnEn revanche,revanche, avecavec unun choixchoix judicieuxjudicieux d'orientationd'orientation cristalline,cristalline, lesles
modulesmodules pratiquespratiques prennentprennent desdes formesformes trèstrès simplifiéessimplifiées.. IlIl estest doncdonc
importantimportant dede connaîtreconnaître lesles relationsrelations entreentre lesles modulesmodules pratiquespratiques etet leslesimportantimportant dede connaîtreconnaître lesles relationsrelations entreentre lesles modulesmodules pratiquespratiques etet lesles
complaisancescomplaisances symétriséessymétrisées ouou constantesconstantes dede rigiditérigidité..
** LesLes expériencesexpériences pourpour lesquelleslesquelles lele modulemodule pratiquepratique estest liélié àà uneune seuleseule
constanteconstante symétriséesymétrisée ouou àà paspas plusplus d'uned'une constanteconstante symétriséesymétrisée dede typetype II etet
dede typetype IIII sontsont d'uned'une importanceimportance particulièreparticulière pourpour l'anélasticitél'anélasticité..
** LesLes relationsrelations quiqui satisfontsatisfont àà cettecette exigenceexigence sontsont énuméréesénumérées cici--dessousdessous
pourpour lesles quatrequatre systèmessystèmes cristallinscristallins dede symétriesymétrie lala plusplus élevéeélevée..
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4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

** LesLes méthodesméthodes dynamiquesdynamiques statiquesstatiques ouou dede typetype résonnantrésonnant::
LesLes constantesconstantes élastiquesélastiques "pratiques""pratiques" sontsont lesles modulesmodules dede YoungYoung (E)(E) etet dede
torsiontorsion (G)(G)
** LesLes méthodesméthodes dede propagationpropagation desdes ondesondes::** LesLes méthodesméthodes dede propagationpropagation desdes ondesondes::
LesLes modulesmodules pratiquespratiques sontsont ceuxceux obtenusobtenus àà partirpartir desdes vitessesvitesses sonoressonores
longitudinaleslongitudinales etet transversalestransversales..

** PourPour unun cristalcristal orientéorienté dansdans uneune directiondirection arbitraire,arbitraire, certainscertains modulesmodules
pratiquespratiques impliquentimpliquent touttout ouou plusieursplusieurs desdes complaisancescomplaisances symétriséessymétrisées..
PourPour lesles ondesondes transversales,transversales, unun exposantexposant estest égalementégalement utiliséutilisé pourpour
donnerdonner lala directiondirection dede polarisation,polarisation, lorsquelorsque cettecette directiondirection doitdoit êtreêtre
spécifiéespécifiée
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4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

Notatio
ns

Descriptions

υυ Vitesse transversaleVitesse transversaleυυtt Vitesse transversaleVitesse transversale

υυll Vitesse longitudinaleVitesse longitudinale

ϱϱ La densitéLa densité

<<hklhkl>>
Cette indice fait référence à l'orientation de l'axe du spécimen Cette indice fait référence à l'orientation de l'axe du spécimen 
pour les modules E et G, et à la direction de propagation des pour les modules E et G, et à la direction de propagation des 

ondes pour les mesures de vitesseondes pour les mesures de vitesse
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4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

** CubiqueCubique::
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4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

** HexagonalHexagonal::
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4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

** TétragonalTétragonal::
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4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

** TrigonalTrigonal::
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4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

** IlIl yy auraaura desdes circonstances,circonstances, bienbien sûr,sûr, oùoù lesles cristauxcristaux dansdans lesles
orientationsorientations spécialesspéciales requisesrequises pourpour mesurermesurer cesces modulesmodules pratiquespratiques lesles
plusplus simplessimples nene serontseront paspas disponiblesdisponibles.. IlIl peutpeut alorsalors êtreêtre nécessairenécessaire dedeplusplus simplessimples nene serontseront paspas disponiblesdisponibles.. IlIl peutpeut alorsalors êtreêtre nécessairenécessaire dede
travaillertravailler àà partirpartir d'équationsd'équations plusplus généralesgénérales impliquant,impliquant, enen général,général,
toutestoutes lesles constantesconstantes symétriséessymétrisées..
** IlIl fautfaut noternoter aussiaussi queque pourpour lesles méthodesméthodes dede propagationpropagation desdes ondes,ondes, ilil
existeexiste uneune complicationcomplication analogueanalogue pourpour lesles cristauxcristaux d'orientationd'orientation
arbitraire,arbitraire, àà savoirsavoir queque dansdans dede tellestelles situations,situations, unun transducteurtransducteur nene
génèregénère paspas uneune ondeonde purepure (c'est(c'est--àà--diredire uneune ondeonde longitudinalelongitudinale ouou uneune
ondeonde transversaletransversale d'uned'une polarisationpolarisation définie)définie)..
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4. Les modules « pratiques »:4. Les modules « pratiques »:

** IlIl convientconvient toutefoistoutefois dede noternoter queque toutestoutes lesles constantesconstantes symétriséessymétrisées nene
sontsont paspas représentéesreprésentées dansdans lesles équationséquations précédentesprécédentes.. PlusPlus précisément,précisément,
pourpour lesles cristauxcristaux hexagonaux,hexagonaux, tétragonauxtétragonaux etet trigonaux,trigonaux, lala complaisancecomplaisancepourpour lesles cristauxcristaux hexagonaux,hexagonaux, tétragonauxtétragonaux etet trigonaux,trigonaux, lala complaisancecomplaisance
SS1313 nene peutpeut paspas êtreêtre obtenueobtenue auau moyenmoyen desdes mesuresmesures énuméréesénumérées..
** PourPour l'anélasticité,l'anélasticité, cependant,cependant, nousnous verronsverrons queque lala mesuremesure dede SS1313 n'estn'est
paspas trèstrès importante,importante, carcar lesles autresautres complaisancescomplaisances dede typetype II donnentdonnent
essentiellementessentiellement lesles informationsinformations requisesrequises..
** DesDes remarquesremarques similairessimilaires s'appliquents'appliquent àà lala conformitéconformité SS1414 dansdans lesles
cristauxcristaux trigonauxtrigonaux..
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5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:

** AfinAfin dede généralisergénéraliser lesles équationséquations d'élasticitéd'élasticité d'und'un cristal,cristal, tellestelles queque
donnéesdonnées parpar::

σσi i = ∑= ∑(j=1→6)(j=1→6)CCijijεεj j avec i = 1→ 6 et avec i = 1→ 6 et εεi i = ∑= ∑(j=1→6)(j=1→6)SSijijσσj j avec i = 1→ 6avec i = 1→ 6σσi i = ∑= ∑(j=1→6)(j=1→6)CCijijεεj j avec i = 1→ 6 et avec i = 1→ 6 et εεi i = ∑= ∑(j=1→6)(j=1→6)SSijijσσj j avec i = 1→ 6avec i = 1→ 6

pourpour permettrepermettre desdes effetseffets dépendantdépendant dudu temps,temps, onon peutpeut utiliserutiliser n'importen'importe
laquellelaquelle desdes approchesapproches utiliséesutilisées dansdans lesles chapitreschapitres précédentsprécédents..
** Ainsi,Ainsi, ilil estest possiblepossible d'introduired'introduire desdes dérivéesdérivées temporellestemporelles pourpour chacunechacune
desdes composantescomposantes dede contraintecontrainte etet dede déformation,déformation, àà lala manièremanière dede
l'équationl'équation cici--dessousdessous commecomme premièrepremière méthodeméthode::

aa00σσ + a+ a11σσ’ + a’ + a22σσ’’ + a’’ + a33σσ’’’ + … = b’’’ + … = b00εε + b+ b11 εε’ + b’ + b22 εε’’ + b’’ + b33 εε’’’ + …’’’ + …
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5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:

** UneUne deuxièmedeuxième méthodeméthode seraitserait dede généralisergénéraliser lala relationrelation dede BoltzmannBoltzmann
(principe(principe dede superposition)superposition) dansdans lele cascas continucontinu::

etet lesles autresautres équationséquations intégralesintégrales quiqui enen découlent,découlent, pourpour tenirtenir comptecompte dede
l'existencel'existence dede sixsix composantescomposantes dede contraintecontrainte etet dede déformationdéformation..
** CompteCompte tenutenu dede lala relativerelative simplicitésimplicité conceptuelleconceptuelle dede lala formulationformulation dede
l'anélasticitél'anélasticité enen termestermes dede spectresspectres dede relaxation,relaxation, ainsiainsi queque dede sonson
interprétationinterprétation enen termestermes dede variablesvariables internes,internes, nousnous avonsavons choisichoisi dede baserbaser
notrenotre formulationformulation dede l'anélasticitél'anélasticité anisotropeanisotrope sursur cettecette approcheapproche.. LesLes
résultatsrésultats d'autresd'autres formulationsformulations peuvent,peuvent, bienbien entendu,entendu, êtreêtre dérivésdérivés dede
celuicelui quiqui serasera utiliséutilisé iciici..
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5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:

** EnEn passantpassant desdes équationséquations d'élasticitéd'élasticité anisotropeanisotrope àà cellescelles d'anélasticité,d'anélasticité,
chacunechacune desdes quantitésquantités ssijij (ainsi(ainsi queque lala ccijij)) doitdoit devenirdevenir fonctionfonction dudu tempstemps
pourpour lesles expériencesexpériences quasiquasi--statiquesstatiques etet devenirdevenir complexecomplexe etet dépendantedépendante
dede lala fréquence,fréquence, s*(s*(ωω),), pourpour lesles expériencesexpériences dynamiquesdynamiques..
** Ainsi,Ainsi, chaquechaque constanteconstante dede complaisancecomplaisance varieravariera désormaisdésormais entreentre lesles** Ainsi,Ainsi, chaquechaque constanteconstante dede complaisancecomplaisance varieravariera désormaisdésormais entreentre lesles
valeursvaleurs extrêmesextrêmes ssuu etet ssRR,, oùoù ssuu estest lala valeurvaleur dede s(t)s(t) pourpour tt →→ 00 ouou lala
valeurvaleur dede s*(s*(ωω)) pourpour ωω →→ ..
** TandisTandis queque dede lala mêmemême manière,manière, ssRR == s(ts(t →→ )) == s*(ts*(t == 00)).. LesLes
constantesconstantes caractéristiquescaractéristiques SijSij etet CijCij vontvont dansdans lesles fonctionsfonctions dede réponseréponse
caractéristiquescaractéristiques..
** IlIl estest utileutile dede noternoter queque toutestoutes lesles relationsrelations d'élasticitéd'élasticité anisotropeanisotrope
doiventdoivent êtreêtre valablesvalables aussiaussi bienbien dansdans lala limitelimite dede relaxationrelaxation nullenulle (t(t →→ 00,,
ωω →→ )) etet dansdans lala limitelimite dede lala relaxationrelaxation complètecomplète (t(t →→ ,, ωω →→ 00))..
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5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:

** AutrementAutrement dit,dit, unun cristalcristal anélastiqueanélastique redevientredevient unun cristalcristal élastiqueélastique àà lala
foisfois lorsqu'illorsqu'il n'estn'est paspas détendudétendu etet lorsqu'illorsqu'il estest complètementcomplètement détendudétendu..
** Ainsi,Ainsi, suivantsuivant notrenotre notationnotation précédente,précédente, lesles équationséquations desdes sectionssections** Ainsi,Ainsi, suivantsuivant notrenotre notationnotation précédente,précédente, lesles équationséquations desdes sectionssections
précédentesprécédentes s'appliquents'appliquent àà unun cristalcristal anélastiqueanélastique soitsoit avecavec unun indiceindice UU ouou
avecavec l'indicel'indice RR touttout auau longlong..
** DeDe plus,plus, sisi δδss ≡≡ ssRR -- SSuu,, l'amplitudel'amplitude dede lala relaxationrelaxation dede toutetoute
complaisancecomplaisance élastiqueélastique peutpeut êtreêtre obtenueobtenue àà partirpartir desdes équationséquations
d'élasticitéd'élasticité enen prenantprenant lesles différencesdifférences entreentre lesles quantitésquantités relaxéesrelaxées etet nonnon
relaxées,relaxées, c'estc'est--àà--diredire enen introduisantintroduisant lele symbolesymbole δδ avantavant chaquechaque
complaisancecomplaisance..
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5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:

** Exemple,Exemple, CrystalCrystal cubiquecubique:: onon mettonsmettons ΓΓ == ((γγ11
22..γγ22

22 ++ γγ22
22..γγ33

22 ++ γγ33
22..γγ11

22))
LesLes relationsrelations::

EE--11 = S= S11 11 –– 2[S2[S1111 –– SS1212 –– (½)S(½)S4444].].ΓΓ
GG--11 = S= S44 44 –– 4[S4[S1111 –– SS1212 –– (½)S(½)S4444].]. ΓΓ

DeviennentDeviennent::

δδEE--11 ≡ ≡ δδJJEE = = δδSS1111 –– 2[2[δδ(S(S1111 –– SS1212) ) –– (1/2)(1/2)δδSS4444].].ΓΓ
δδGG--11 ≡ ≡ δδJJGG = = δδSS4444 + 4[+ 4[δδ(S(S1111 –– SS1212) ) –– (1/2)(1/2)δδSS4444].].ΓΓ

Puisque ces relations découlent de la théorie formelle et n'impliquent Puisque ces relations découlent de la théorie formelle et n'impliquent 
aucune hypothèse auaucune hypothèse au--delà d'une connaissance de la symétrie cristalline, delà d'une connaissance de la symétrie cristalline, 

elles doivent s'appliquer dans tous les cas.elles doivent s'appliquer dans tous les cas.
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5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:

** ParPar conséquent,conséquent, lala mesuremesure dansdans laquellelaquelle cesces relationsrelations sontsont respectéesrespectées
peutpeut êtreêtre utiliséeutilisée pourpour vérifiervérifier lala cohérencecohérence interneinterne d'und'un ensembleensemble
d'expériencesd'expériences.. UnUn exempleexemple expérimentalexpérimental (figure(figure 1515))

FigureFigure 1515 DépendanceDépendance dede l'orientationl'orientation desdes relaxationsrelaxations dudu modulemodule
d'Youngd'Young réciproqueréciproque etet dudu modulemodule dede torsiontorsion pourpour l'alliagel'alliage AgAg--2626 àà.. %% ZnZn
àà 350350°°CC.. (D'après(D'après SeraphimSeraphim etet NowickNowick,, 19611961))..
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:

** DeDe toutetoute évidence,évidence, lesles expressionsexpressions résultantesrésultantes nene sontsont pas,pas, enen général,général,
desdes fonctionsfonctions linéaireslinéaires dudu facteurfacteur d'orientationd'orientation.. UnUn exempleexemple estest montrémontré
sursur lala figurefigure 1515 quiqui tracetrace lesles donnéesdonnées ((ΔΔ == δδJ/JJ/JUU)) dede forceforce dede relaxationrelaxation
pourpour lesles mêmesmêmes échantillonséchantillons quiqui ontont étéété utilisésutilisés pourpour lala figurefigure précédenteprécédente..

FigureFigure 1616 DépendanceDépendance dede l'orientationl'orientation desdes forcesforces dede relaxationrelaxation pourpour lele
mêmemême alliagealliage queque dansdans lala figurefigure 1515
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VV.. ElasticitéElasticité etet anélasticitéanélasticité anisotropeanisotrope

5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:5. Transition de l'élasticité à l'anélasticité:

** LesLes deuxdeux équationséquations ((δδEE--11 ≡≡ δδJJEE)) etet ((δδGG--11 ≡≡ δδJJGG)) donnentdonnent lesles
amplitudesamplitudes desdes relaxationsrelaxations pourpour lele cascas desdes cristauxcristaux cubiquescubiques.. DesDes
considérationsconsidérations similairessimilaires peuventpeuvent êtreêtre appliquéesappliquées àà d'autresd'autres systèmessystèmes
cristallinscristallins.. EnEn particulier,particulier, toutetoute équationéquation exprimantexprimant uneune constanteconstante
élastiqueélastique ouou dede complaisancecomplaisance particulièreparticulière enen termestermes dede constantesconstantesélastiqueélastique ouou dede complaisancecomplaisance particulièreparticulière enen termestermes dede constantesconstantes
caractéristiquescaractéristiques peutpeut êtreêtre convertieconvertie àà dede différentsdifférents équationséquations impliquantimpliquant
lesles constantesconstantes relaxéesrelaxées etet nonnon relaxéesrelaxées ..
** LorsqueLorsque lele découplagedécouplage completcomplet nene sese produitproduit pas,pas, lala situationsituation estest plusplus
complexecomplexe.. Alors,Alors, enen général,général, ilil yy auraaura autantautant dede spectresspectres dede relaxationrelaxation àà
contraintecontrainte constanteconstante qu'ilqu'il yy aa dede complaisancescomplaisances indépendantesindépendantes etet
symétriquessymétriques.. PourPour examinerexaminer cece cascas enen détail,détail, ilil estest utileutile d'invoquerd'invoquer lele
pointpoint dede vuevue thermodynamiquethermodynamique etet l'introductionl'introduction dede coordonnéescoordonnées internesinternes..
EnEn utilisantutilisant cettecette approcheapproche dansdans lala sectionsection suivante,suivante, nousnous tireronstirerons àà
nouveaunouveau grandgrand profitprofit desdes considérationsconsidérations dede symétriesymétrie..


