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IVIV.. VarVar.. internes,internes, basesbases thermodynamiquethermodynamique desdes spectresspectres dede relaxationrelaxation

** LaLa théoriethéorie desdes chapitreschapitres précédentsprécédents estest baséebasée sursur lala généralisationgénéralisation dede lala
loiloi dede HookeHooke pourpour inclureinclure lele comportementcomportement dépendantdépendant dudu tempstemps.. CetteCette
approcheapproche nene donnedonne aucuneaucune idéeidée desdes changementschangements internesinternes quiqui entraînententraînent
uneune élasticitéélasticité..

1. Introduction:1. Introduction:

uneune élasticitéélasticité..

** D'autreD'autre part,part, l'originel'origine dudu comportementcomportement anélastiqueanélastique résideréside dansdans
l'existencel'existence dede variablesvariables internesinternes dontdont lesles valeursvaleurs d'équilibred'équilibre dépendentdépendent dede
l'étatl'état dede contraintecontrainte ouou dede déformationdéformation dansdans l'échantillonl'échantillon..

** DansDans lele présentprésent chapitre,chapitre, onon montremontre queque l’existencel’existence d’und’un spectrespectre dede
relaxationrelaxation découledécoule directementdirectement dede l’existencel’existence d’und’un ensembleensemble dede variablesvariables
internesinternes obéissantobéissant àà desdes équationséquations assezassez simplessimples..
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** LaLa relationrelation entreentre lesles paramètresparamètres dede relaxationrelaxation desdes modèlesmodèles mécaniquesmécaniques
((δδjj(i)(i),, ττσσ

(i)(i) ouou δδMM(j)(j),, ττεε
(j)(j) )) etet lesles paramètresparamètres quiqui apparaissentapparaissent dansdans lesles

équationséquations desdes variablesvariables internesinternes fournitfournit alorsalors lele lienlien entreentre cesces deuxdeux

1. Introduction:1. Introduction:

équationséquations desdes variablesvariables internesinternes fournitfournit alorsalors lele lienlien entreentre cesces deuxdeux
descriptionsdescriptions dansdans unun solidesolide anélastiqueanélastique..

** CeCe lienlien entreentre lesles modèlesmodèles mécaniquesmécaniques etet lesles variablesvariables internesinternes aa étéété mismis
enen évidenceévidence parpar «« StavermanStaverman »» etet «« SchwartzlSchwartzl »» ((19521952,, 19561956)) quiqui
s’appuients’appuient fortementfortement sursur lesles travauxtravaux dede «« MeixnerMeixner »» ((19491949,, 19541954)) quiqui
appliquentappliquent lala thermodynamiquethermodynamique desdes processusprocessus irréversiblesirréversibles auxaux
phénomènesphénomènes dede relaxationrelaxation..
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** DansDans cettecette section,section, onon examineexamine lele cascas lele plusplus simple,simple, c’estc’est--àà--diredire unun
solidesolide dontdont l’étatl’état estest complètementcomplètement définidéfini parpar lala température,température, l’étatl’état dede
contraintecontrainte (ou(ou dede déformation)déformation) etet lala valeurvaleur d’uned’une seuleseule variablevariable interneinterne
quiqui sese couplecouple auxaux quantitésquantités mécaniquesmécaniques..

2. Cas d'une seule variable interne :2. Cas d'une seule variable interne :

** UneUne telletelle variablevariable interneinterne peutpeut être,être, parpar exemple,exemple, unun paramètreparamètre d'ordred'ordre
àà courtecourte portéeportée ouou dansdans lele senssens dede lala longueur,longueur, ouou unun paramètreparamètre décrivantdécrivant
lala distributiondistribution d'électronsd'électrons dansdans lele solidesolide ……etcetc..

** SansSans perteperte dede généralité,généralité, onon peutpeut définirdéfinir «« ξξ == 00 »» commecomme valeurvaleur
d'équilibred'équilibre dede lala variablevariable «« ξξ »» lorsquelorsque l'échantillonl'échantillon estest dansdans unun étatétat dede
contraintecontrainte nullenulle..
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** PuisquePuisque onon rechercherecherche uneune théoriethéorie linéaire,linéaire, etet pourpour lala premièrepremière
hypothèse,hypothèse, lala contraintecontrainte «« σσ »» etet lala variablevariable interneinterne «« ξξ »» doiventdoivent
apparaîtreapparaître auau premierpremier degrédegré dansdans lesles équationséquations suivantessuivantes::

ε(ε(σσ, , ξξ) = J) = JUU..σσ + x.+ x.ξ ξ = J= JUU..σσ + + εεanan

2. Cas d'une seule variable interne :2. Cas d'une seule variable interne :

ε(ε(σσ, , ξξ) = J) = JUU..σσ + x.+ x.ξ ξ = J= JUU..σσ + + εε

εεanan:: DéformationDéformation anélastiqueanélastique
xx:: CoefficientCoefficient dede couplagecouplage entreentre lala variablevariable interneinterne ξξ etet lala déformationdéformation
mécaniquemécanique εε,, ilil dépenddépend dede lala naturenature dede lala déformationdéformation (cisaillement,(cisaillement, ……))..

** ToutesToutes lesles relationsrelations fonctionnellesfonctionnelles entreentre lesles variablesvariables doiventdoivent doncdonc
constituerconstituer desdes développementsdéveloppements dede TaylorTaylor (ou(ou Maclaurin)Maclaurin) prispris uniquementuniquement
àà l'approximationl'approximation linéairelinéaire.. TraiterTraiter ainsiainsi «« σσ »» etet «« εε »» commecomme variablesvariables
indépendantesindépendantes..
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** PourPour lala deuxièmedeuxième hypothèse,hypothèse, ilil estest nécessairenécessaire qu’ilqu’il yy aitait uneune valeurvaleur
d’équilibred’équilibre définiedéfinie pourpour chaquechaque valeurvaleur dede ξξ..
ExempleExemple::
ξξeqeq ≡≡ 00 pourpour σσ == 00,, lala relationrelation linéairelinéaire requiserequise devientdevient lala simplesimple
proportionnalitéproportionnalité ::

2. Cas d'une seule variable interne :2. Cas d'une seule variable interne :

proportionnalitéproportionnalité ::

ξξeqeq = = μμ..σσ

** LaLa constanteconstante dede proportionnalitéproportionnalité «« μμ »» dépenddépend dudu typetype dede contraintecontrainte
appliquéeappliquée etet égalementégalement fonctionfonction dede lala températuretempérature..

** PourPour lala troisièmetroisième estest dernièredernière hypothèse,hypothèse, pourpour unun changementchangement dede
contrainte,contrainte, «« ξξ »» sese rapprocherapproche dede lala valeurvaleur d’équilibred’équilibre aprèsaprès uneune périodepériode
donnéedonnée..
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** EncoreEncore uneune fois,fois, seuleseule l'approximationl'approximation linéairelinéaire estest souhaitéesouhaitée;; parpar
conséquent,conséquent, onon obtientobtient uneune équationéquation cinétiquecinétique dudu premierpremier ordreordre::

2. Cas d'une seule variable interne :2. Cas d'une seule variable interne :

ddξξ//dtdt = = --(1/(1/ττ).().(ξξ –– ξξeqeq) ) 

((11//ττ)):: LaLa constanteconstante dede proportionnalitéproportionnalité (dimension(dimension dede tempstemps réciproque)réciproque)

** LesLes troistrois équationséquations cici--dessusdessus sontsont suffisantessuffisantes pourpour définirdéfinir unun solidesolide
anélastiqueanélastique standardstandard..
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** LaLa relaxationrelaxation dede lala complaisancecomplaisance «« δδJJ »» estest obtenueobtenue enen utilisantutilisant lesles troistrois
équationséquations précédentesprécédentes pourpour obtenirobtenir cece queque suitsuit::

δδJ = (J = (ξξ ))anan//σσ = x.= x.ξξ //σσ = x.= x.μμ

2. Cas d'une seule variable interne :2. Cas d'une seule variable interne :

δδJ = (J = (ξξeqeq))anan//σσ = x.= x.ξξeqeq//σσ = x.= x.μμ

** LaLa solutionsolution dede l’équationl’équation cinétiquecinétique dudu premierpremier ordreordre::

ξξ = = ξξeqeq.[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττ)])]

((ξξ))anan//σσ ≡ J(t) ≡ J(t) –– JJUU = x.= x.μμ .[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττ)])]
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** CeCe résultatrésultat peutpeut êtreêtre comparécomparé àà lala fonctionfonction dede fluagefluage obtenuobtenu àà partirpartir dudu
modèlemodèle dede typetype VoigtVoigt--KelvinKelvin àà troistrois paramètres,paramètres, oùoù lesles paramètresparamètres dede
l'unitél'unité VoigtVoigt sontsont désormaisdésormais:: «« δδjj == xx..μμ »» etet «« ττσσ == ττ »»..

2. Cas d'une seule variable interne :2. Cas d'une seule variable interne :

** L'équivalenceL'équivalence dudu cascas présentprésent (impliquant(impliquant uneune seuleseule variablevariable interneinterne ξξ))
auau modèlemodèle dede typetype VoigtVoigt--KelvinKelvin àà troistrois élémentséléments estest doncdonc démontréedémontrée sanssans
référenceréférence expliciteexplicite àà l'équationl'équation différentielledifférentielle contraintecontrainte--déformationdéformation..

** CeCe résultatrésultat peutpeut êtreêtre comparécomparé àà lala fonctionfonction dede contraintecontrainte relaxéerelaxée obtenuobtenu
àà partirpartir dudu modèlemodèle dede typetype MaxwellMaxwell àà troistrois paramètres,paramètres, oùoù lesles paramètresparamètres
dede l'unitél'unité MaxwellMaxwell sontsont désormaisdésormais:: «« δδMM == xx..μμ »» etet «« ττεε == ττ »» avecavec «« ξξ »»
proportionnelleproportionnelle àà «« εε »»..
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** EnEn résumé,résumé, ilil aa étéété démontrédémontré qu'unqu'un matériaumatériau pouvantpouvant êtreêtre décritdécrit parpar uneune
seuleseule variablevariable interneinterne étaitétait complètementcomplètement équivalentéquivalent auau solidesolide anélastiqueanélastique
standardstandard..

2. Cas d'une seule variable interne :2. Cas d'une seule variable interne :

standardstandard..

** LesLes hypothèseshypothèses impliquéesimpliquées dansdans lesles équationséquations précédentesprécédentes sontsont
raisonnablesraisonnables pourpour unun matériaumatériau simplesimple soumissoumis àà dede faiblesfaibles contraintes,contraintes, onon
peutpeut prévoirprévoir queque lele solidesolide anélastiqueanélastique standardstandard représentereprésente uneune situationsituation
physiquementphysiquement importanteimportante..
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** ConsidéronsConsidérons maintenantmaintenant lele problèmeproblème plusplus généralgénéral dansdans lequellequel l’étatl’état
interneinterne dudu matériaumatériau estest descriptibledescriptible enen termestermes dede nombrenombre finifini dede variablesvariables
internesinternes «« ξξpp »,», avecavec (p(p == 11,, 22,, ……,, n),n), quiqui sese couplecouple auxaux variablesvariables
mécaniquesmécaniques..mécaniquesmécaniques..

** AvecAvec lesles mêmesmêmes étapesétapes onon peutpeut obtenirobtenir::

ε = Jε = JUU..σσ + ∑+ ∑(P=1→n)(P=1→n) xxpp..ξξpp

AvecAvec::

((ξξpp))eqeq = = μμpp..σσ
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** LaLa généralisationgénéralisation dede l'équationl'équation «« ddξξ//dtdt == --((11//ττ))..((ξξ –– ξξeqeq)) »» estest plusplus
complexecomplexe.. Ainsi,Ainsi, lorsquelorsque toutestoutes lesles variablesvariables «« ξξpp »» nene sontsont paspas enen
équilibre,équilibre, chaquechaque variablevariable interneinterne s’approches’approche enen généralgénéral dede l’équilibrel’équilibre àà
unun rythmerythme quiqui dépenddépend dede lala déviationdéviation dede toutestoutes lesles variablesvariables parpar rapportrapport àà
leursleurs valeursvaleurs d’équilibred’équilibre..leursleurs valeursvaleurs d’équilibred’équilibre..

** CeCe comportementcomportement constitueconstitue unun couplagecouplage desdes variablesvariables internesinternes.. Ainsi,Ainsi,
pourpour maintenirmaintenir l’approximationl’approximation linéairelinéaire dansdans toutetoute sasa généralité,généralité, onon doitdoit
écrireécrire enen termestermes d’und’un ensembleensemble dede coefficientscoefficients ωωpqpq::

ddξξpp//dtdt = = ξξpp’ = ’ = -- ∑∑(q=1→n)(q=1→n)ωωpqpq.[.[ξξqq –– ((ξξqq))eqeq], ], 

Avec: p = 1, 2, …, nAvec: p = 1, 2, …, n
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** CesCes équationséquations «« ddξξpp//dtdt == ξξpp’’ == -- ∑∑(q=(q=11→n)→n)ωωpqpq..[[ξξqq –– ((ξξqq))eqeq]] »» constituentconstituent unun
ensembleensemble couplécouplé d’équationsd’équations différentiellesdifférentielles dudu premierpremier ordreordre linéaireslinéaires àà
«« nn »» inconnuesinconnues..«« nn »» inconnuesinconnues..

** MeixnerMeixner ((19491949,, 19541954)) aa montrémontré qu'ilqu'il estest toujourstoujours possiblepossible dede trouvertrouver
uneune transformationtransformation linéairelinéaire enen unun nouvelnouvel ensembleensemble dede variablesvariables::

ξξrr
°° = ∑= ∑(p)(p)BBrprp..ξξpp
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** AinsiAinsi l’équationl’équation s’écrits’écrit doncdonc dede lala façonfaçon suivantesuivante::

ddξξrr
°°//dtdt = (= (ξξrr

°°)’ = )’ = -- (1/(1/ττrr).[).[ξξrr
°° -- ((ξξrr))eqeq

°°]]

Avec: r = 1, 2, …, nAvec: r = 1, 2, …, n

** LesLes variablesvariables «« ξξrr
°° »» sontsont découplésdécouplés.. DeDe plus,plus, onon peutpeut démontrerdémontrer queque

toutestoutes lesles quantitésquantités «« ττrr »» sontsont réellesréelles etet positivespositives..

** PourPour l'instant,l'instant, onon accepteaccepte lele faitfait qu'unequ'une telletelle nouvellenouvelle ensembleensemble dede
variablesvariables peutpeut êtreêtre trouvétrouvé.. LaLa méthodeméthode d'obtentiond'obtention desdes coefficientscoefficients «« BB »»
serasera traitétraité ultérieurementultérieurement..
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** LesLes nouvellesnouvelles variablesvariables obéissentobéissent toujourstoujours auxaux équationséquations précédentesprécédentes
maismais avecavec desdes coefficientscoefficients différentsdifférents::

ε = Jε = JUU..σσ + ∑+ ∑(r)(r) xxrr
°°..ξξrr

°°

((ξξrr
°°))eqeq = = μμrr

°°..σσ

** IlIl existeexiste uneune analogieanalogie importanteimportante entreentre lesles équationséquations::

ddξξpp//dtdt = = ξξpp’ = ’ = -- ∑∑(q=1→n)(q=1→n) ωωpqpq.[.[ξξqq –– ((ξξqq))eqeq]]

etet l'ensemblel'ensemble d'équationsd'équations coupléescouplées dansdans unun problèmeproblème dede vibrationvibration
mécanique,mécanique, tellestelles queque lesles équationséquations dede vibrationvibration pourpour uneune moléculemolécule polypoly--
atomiqueatomique..
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** LeLe problèmeproblème dede vibrationvibration impliqueimplique desdes équationséquations linéaireslinéaires dudu secondsecond
ordre,ordre, c’estc’est--àà--diredire queque «« ξξ’’’’ »» apparaît,apparaît, maismais dansdans cece problèmeproblème aussi,aussi, lesles
équationséquations coupléescouplées sontsont découpléesdécouplées enen choisissantchoisissant uneune transformationtransformation
linéairelinéaire appropriéeappropriée enen unun nouvelnouvel ensembleensemble dede coordonnéescoordonnées..linéairelinéaire appropriéeappropriée enen unun nouvelnouvel ensembleensemble dede coordonnéescoordonnées..

** CeCe nouvelnouvel ensembleensemble dede coordonnéescoordonnées dansdans lele problèmeproblème dede vibrationvibration sontsont
connuesconnues desdes "coordonnées"coordonnées normales"normales"..

** PourPour cettecette raison,raison, MeixnerMeixner etet d’autresd’autres fontfont référenceréférence auxaux coordonnéescoordonnées
dede typetype «« ξξrr

°° »» dudu problèmeproblème dede relaxationrelaxation enen tanttant queque "variables"variables internesinternes
normales"normales"..
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** LaLa solutionsolution auxaux équationséquations::

ddξξrr
°°//dtdt = (= (ξξrr

°°)’ = )’ = -- (1/(1/ττrr).[).[ξξrr
°° -- ((ξξrr))eqeq

°°]]

Avec: r = 1, 2, …, nAvec: r = 1, 2, …, nAvec: r = 1, 2, …, nAvec: r = 1, 2, …, n

dansdans desdes conditionsconditions dede fluagefluage (contrainte(contrainte constante)constante) peutpeut êtreêtre écritécrit
immédiatementimmédiatement commecomme..

ξξrr
°° = (= (ξξrr

°°))eqeq.[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττrr)])]

C'est la même solution que celle qui a été obtenue pour le cas d'une C'est la même solution que celle qui a été obtenue pour le cas d'une 
seule variable interne.seule variable interne.
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** OnOn constateconstate doncdonc queque chacunechacune desdes variablesvariables internesinternes normalesnormales «« ξξrr
°° »»

subitsubit uneune relaxationrelaxation indépendanteindépendante desdes autresautres..subitsubit uneune relaxationrelaxation indépendanteindépendante desdes autresautres..

** ChaqueChaque solutionsolution dudu typetype «« ξξrr
°° == ((ξξrr

°°))eqeq..[[11 –– expexp((--t/t/ττrr)])] »» estest égalementégalement
appeléeappelée modemode normalnormal dede relaxation,relaxation, toujourstoujours parpar analogieanalogie avecavec lele
problèmeproblème dede lala vibrationvibration mécaniquemécanique..
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** EnEn remplaçantremplaçant lesles élémentséléments dede l’équationl’équation «« εε == JJUU..σσ ++ ∑∑(r)(r) xxrr
°°..ξξrr

°° »» parpar
leursleurs expressionsexpressions onon obtientobtient::

εεanan//σσ ≡ J(t) ≡ J(t) -- JJ = ∑= ∑ ((xx °°..μμ °°.[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττ )]))])εεanan//σσ ≡ J(t) ≡ J(t) -- JJUU = ∑= ∑(r = 1 → n)(r = 1 → n)((xxrr
°°..μμrr

°°.[1 .[1 –– expexp((--t/t/ττrr)]))])

Ce comportement de fluage correspond à celui d'un modèle de type « n » Ce comportement de fluage correspond à celui d'un modèle de type « n » 
unités de Voigtunités de Voigt--Kelvin.Kelvin.

δδJJ(r) (r) = = xxrr
°°..μμrr

°°

ττσσ
(r)(r) = = ττrr
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3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :3. Cas d'un ensemble de variables internes couplées :

** DansDans toustous lesles cas,cas, l’amplitudel’amplitude totaletotale dede lala relaxationrelaxation estest ::

δδJJ = ∑= ∑ ((xx °°..μμ °°) = ∑) = ∑ (x(x ..μμ ) ) δδJJ = ∑= ∑(r)(r) ((xxrr
°°..μμrr

°°) = ∑) = ∑(p)(p) (x(xpp..μμpp) ) 

** LeLe résultatrésultat importantimportant estest queque chaquechaque raieraie spectrale,spectrale, estest associéeassociée àà uneune
unitéunité dede VoigtVoigt--KelvinKelvin dansdans lele modèlemodèle mécaniquemécanique dansdans lele chapitrechapitre
précédent,précédent, estest liéeliée dansdans cece chapitrechapitre àà l'unel'une desdes variablesvariables internesinternes
normalesnormales (ou(ou àà unun ensembleensemble dede tellestelles variablesvariables ayantayant lele mêmemême tempstemps dede
relaxation)relaxation)..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** DansDans cettecette partie,partie, onon vava indiquerindiquer sursur quellequelle basebase unun ensembleensemble dede
coordonnéescoordonnées normalesnormales peuventpeuvent êtreêtre trouvéstrouvés enen termestermes dede tauxtaux dede
découplagedécouplage desdes équationséquations..découplagedécouplage desdes équationséquations..

** CetteCette affirmationaffirmation trouvetrouve sonson origineorigine dansdans lala thermodynamiquethermodynamique
classiqueclassique etet lala thermodynamiquethermodynamique desdes processusprocessus irréversiblesirréversibles..

** L'approcheL'approche thermodynamiquethermodynamique présenteprésente desdes avantagesavantages supplémentaires,supplémentaires,
carcar elleelle permetpermet d'établird'établir desdes corrélationscorrélations entreentre certainscertains desdes paramètresparamètres quiqui
apparaissentapparaissent dansdans lesles expressionsexpressions dede lala partiepartie précédenteprécédente..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** DansDans cettecette théorie,théorie, lesles fonctionsfonctions thermodynamiquesthermodynamiques tellestelles queque l'énergiel'énergie
librelibre ouou l'énergiel'énergie interneinterne nene sontsont paspas seulementseulement desdes fonctionsfonctions desdes
variablesvariables d'étatd'état externesexternes (les(les termestermes contraintecontrainte--déformationdéformation remplaçantremplaçant
lesles termestermes habituelshabituels pressionpression--volume),volume), maismais égalementégalement desdes fonctionsfonctions desdeslesles termestermes habituelshabituels pressionpression--volume),volume), maismais égalementégalement desdes fonctionsfonctions desdes
variablesvariables internesinternes..

** L’idéeL’idée dede basebase d’uned’une telletelle descriptiondescription estest qu’unqu’un pseudopseudo--équilibreéquilibre peutpeut
êtreêtre établiétabli dansdans lele solidesolide (c’est(c’est--àà--diredire parmiparmi sesses degrésdegrés dede libertéliberté
vibratoires),vibratoires), mêmemême s’ils’il n’yan’ya paspas assezassez dede tempstemps pourpour queque lesles variablesvariables
internesinternes atteignentatteignent leursleurs valeursvaleurs d’équilibred’équilibre..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** PourPour décriredécrire complètementcomplètement unun teltel état,état, ilil estest doncdonc nécessairenécessaire d’inclured’inclure
lesles variablesvariables internesinternes..

** PourPour unun équilibreéquilibre complet,complet, lesles variablesvariables internesinternes perdentperdent leurleur
indépendanceindépendance etet deviennentdeviennent desdes fonctionsfonctions desdes autresautres variablesvariables dudu
systèmesystème..

** OnOn peutpeut écrireécrire uneune fonctionfonction d'énergied'énergie librelibre thermodynamiquethermodynamique
caractéristiquecaractéristique quiqui dépenddépend desdes variablesvariables internesinternes ainsiainsi queque desdes autresautres
variablesvariables indépendantesindépendantes choisieschoisies pourpour décriredécrire lele systèmesystème..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** Ainsi,Ainsi, sisi lala contraintecontrainte «« σσ »,», lala températuretempérature «« TT »» etet lesles variablesvariables
internesinternes normalesnormales «« ξξrr

°° »» sontsont considérésconsidérés commecomme desdes variablesvariables
indépendantes,indépendantes, nousnous pouvonspouvons définirdéfinir lala fonctionfonction dede GibbsGibbs parpar unitéunité dedeindépendantes,indépendantes, nousnous pouvonspouvons définirdéfinir lala fonctionfonction dede GibbsGibbs parpar unitéunité dede
volumevolume::

G = U G = U –– T.S T.S –– εε..σσ

UU:: L'énergieL'énergie interneinterne
SS:: L'entropieL'entropie parpar unitéunité dede volumevolume..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** SiSi onon appliqueapplique lesles premièrepremière etet deuxièmedeuxième loislois dede lala thermodynamiquethermodynamique
soussous lala formeforme::

dUdU = = T.dST.dS –– σσ.d.dεε –– ∑ ∑ AApp.d.dξξpp

** OnOn obtientobtient lala formeforme différentielledifférentielle pourpour lala fonctionfonction dede GibbsGibbs «« GG »» parpar
unitéunité dede volumevolume::

dGdG = = -- S.dTS.dT –– εε.d.dσσ –– ∑ ∑ AApp.d.dξξpp

AvecAvec::

AApp = (∂G/∂= (∂G/∂ξξpp))σσ, T, , T, ξξq≠pq≠p
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** PourPour unun équilibreéquilibre completcomplet àà contraintecontrainte etet températuretempérature constantes,constantes, onon àà
«« dGdG == 00 »»;; doncdonc::

« « AApp = 0 » pour toutes les valeurs de « p »= 0 » pour toutes les valeurs de « p »pp

** L'affinitéL'affinité «« AApp »» peutpeut alorsalors êtreêtre considéréeconsidérée commecomme uneune forceforce motricemotrice
versvers l'équilibrel'équilibre lorsquelorsque lesles «« ξξpp

°° »» nene sontsont paspas àà leurleur valeurvaleur d'équilibred'équilibre..

** OnOn peutpeut déduiredéduire aussiaussi cece queque suitsuit::

S = (∂G/∂T)S = (∂G/∂T)σσ, , ξξ

εε = (∂G/∂= (∂G/∂σσ))T, T, ξξ
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** ChacuneChacune dede cesces quantitésquantités peutpeut êtreêtre expriméeexprimée soussous formeforme dede fonctionfonction
linéairelinéaire desdes variablesvariables indépendantesindépendantes «« ΤΤ »,», «« σσ »,», «« ξξpp »» lorsquelorsque cesces
variablesvariables nene subissentsubissent queque dede petitespetites modificationsmodifications..

** EnEn prenantprenant commecomme étatétat dede référenceréférence lala températuretempérature «« TT »,», lala contraintecontrainte** EnEn prenantprenant commecomme étatétat dede référenceréférence lala températuretempérature «« TT00 »,», lala contraintecontrainte
«« σσ == 00 »» etet «« ξξpp == 00 »» (défini(défini commecomme lesles valeursvaleurs d'équilibre),d'équilibre), onon obtientobtient
pourpour dede petitspetits changementschangements::

ΔΔS = (CS = (Cσσ/T/T00).).ΔΔT + T + αα..σσ + ∑+ ∑(p)(p)χχpp..ξξpp

εε = = αα..ΔΔT + JT + JUU..σσ + ∑+ ∑(p)(p)xxpp..ξξpp

AApp = = χχpp..ΔΔT + xT + xpp..σσ + ∑+ ∑(p)(p)ββpqpq..ξξqq
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** CesCes équationséquations utilisentutilisent desdes relationsrelations dede réciprocitéréciprocité thermodynamiques,thermodynamiques,
quiqui sontsont validesvalides carcar «« dGdG »» estest unun différentiel,différentiel, tellestelles queque::

ΔΔΤ = T Τ = T –– TTΔΔΤ = T Τ = T –– TT00

∂∂εε/∂/∂ξξpp = ∂= ∂AApp/∂/∂σσ ≡ x≡ xpp

αα == (∂(∂εε/∂T)/∂T)σσ,, ξξ:: CoefficientCoefficient dede dilatationdilatation thermiquethermique..
CCσσ:: LaLa chaleurchaleur spécifiquespécifique parpar unitéunité dede volumevolume àà σσ constanteconstante (identique(identique àà
lala chaleurchaleur spécifiquespécifique habituellehabituelle àà pressionpression constante)constante)
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** IlIl convientconvient dede noternoter queque l'équationl'équation::

εε = = αα..ΔΔT + JT + JUU..σσ + ∑+ ∑(p)(p)xxpp..ξξppεε = = αα..ΔΔT + JT + JUU..σσ + ∑+ ∑(p)(p)xxpp..ξξpp

** EstEst identiqueidentique àà l'équationl'équation::

ε = Jε = JUU..σσ + ∑+ ∑(p)(p) xxpp..ξξpp

** SaufSauf queque celacela permetpermet uneune déformationdéformation duedue àà lala dilatationdilatation thermiquethermique..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** LaLa fonctionfonction dede GibbsGibbs «« GG »» peutpeut êtreêtre étendueétendue soussous formeforme d'uned'une sériesérie dede
TaylorTaylor àà desdes termestermes quadratiquesquadratiques avecavec «« σσ »,», «« ξξpp »» etet «« ΔΔTT »»::

G(G(σσ, , ξξpp, , ΔΔT) = G(0, 0, T) T) = G(0, 0, T) –– (½).J(½).JUU..σσ² ² –– σσ.∑.∑(p)(p) χχpp..ξξpp –– αα..σσ..ΔΔT T G(G(σσ, , ξξpp, , ΔΔT) = G(0, 0, T) T) = G(0, 0, T) –– (½).J(½).JUU..σσ² ² –– σσ.∑.∑(p)(p) χχpp..ξξpp –– αα..σσ..ΔΔT T 
–– ΔΔT.∑T.∑(p)(p) χχpp..ξξpp –– (½).∑(½).∑((p,qp,q)) ββpqpq..ξξpp..ξξqq

AvecAvec::

G(0, 0, T) = G(0, 0, TG(0, 0, T) = G(0, 0, T00) ) –– (½).(C(½).(Cσσ/T).(/T).(ΔΔT)²T)²

Où la fonction de Gibbs « G » est dépendante de la température quand Où la fonction de Gibbs « G » est dépendante de la température quand 
les valeurs de « les valeurs de « σσ » et toutes les valeurs de « » et toutes les valeurs de « ξξpp » sont nuls» sont nuls
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** PourPour obtenirobtenir lesles valeursvaleurs d’équilibresd’équilibres «« ((ξξpp))eqeq »» desdes variablesvariables internesinternes ilil
fautfaut prendreprendre «« AApp == 00 »» celacela veutveut diredire::

∑∑(q)(q)ββpqpq.(.(ξξqq))eqeq = = χχpp..ΔΔT + xT + xpp..σσ AApp = = –– ∑∑(p)(p)ββpqpq.[.[ξξqq –– ((ξξqq))eqeq]]

Cette relation montre la linéarité des valeurs de « Cette relation montre la linéarité des valeurs de « AApp » avec la déviation » avec la déviation 
des valeurs de « des valeurs de « ξξqq » par rapport à leurs états d’équilibres (» par rapport à leurs états d’équilibres (ξξqq))eqeq

** «« ((ξξqq))eqeq »» estest peutpeut êtreêtre uneune fonctionfonction dede températuretempérature avecavec lele termeterme χχpp etet
auau mêmemême tempstemps uneune fonctionfonction dede contraintecontrainte avecavec lele termeterme xxpp..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** UneUne autreautre conséquenceconséquence dudu faitfait queque «« dGdG »» estest unun différentieldifférentiel parfaitparfait estest
queque::

∂∂AAqq/∂/∂ξξpp = ∂= ∂AApp/∂/∂ξξqq, c., c.--àà--d. d. ββpqpq = = ββqpqp

Les coefficients « Les coefficients « ββpqpq » peuvent donc être formés dans une matrice » peuvent donc être formés dans une matrice 
symétrique « β ». symétrique « β ». 

** IlsIls peuventpeuvent égalementégalement êtreêtre utilisésutilisés pourpour générergénérer lala formeforme quadratiquequadratique::

(½).∑(½).∑(p, q)(p, q)ββpqpq..ξξpp.. ξξqq

Cette forme quadratique représente la fonction « G » pour une contrainte Cette forme quadratique représente la fonction « G » pour une contrainte 
nulle et température Tnulle et température T00 constante. constante. 
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** PuisquePuisque «« GG »» estest unun minimumminimum àà l’équilibrel’équilibre (où(où toustous lesles «« ξξpp »» sontsont
égauxégaux àà zéro),zéro), cettecette formeforme quadratiquequadratique estest définiedéfinie positivepositive (c’est(c’est--àà--diredire
qu’ellequ’elle n’an’a paspas dede valeurvaleur négativenégative etet n’estn’est nullenulle queque lorsquelorsque toustous lesles «« ξξ »»qu’ellequ’elle n’an’a paspas dede valeurvaleur négativenégative etet n’estn’est nullenulle queque lorsquelorsque toustous lesles «« ξξ »»
sontsont nuls)nuls)..

** Ainsi,Ainsi, lala matricematrice dede coefficientscoefficients «« ββpqpq »» estest àà lala foisfois définiedéfinie symétriquesymétrique
etet positivepositive

** CommeComme déjàdéjà mentionné,mentionné, onon peutpeut considérerconsidérer lesles affinitésaffinités «« AApp »» commecomme
lesles forcesforces motricesmotrices versvers unun étatétat d'équilibred'équilibre completcomplet..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** IlIl estest doncdonc raisonnableraisonnable dede s’attendres’attendre àà cece que,que, pourpour dede petitespetites valeursvaleurs dede
AApp (c’est(c’est--àà--diredire dede petitspetits écartsécarts parpar rapportrapport àà l’équilibre),l’équilibre), lele tauxtaux
d’approched’approche àà l’équilibrel’équilibre «« ξξpp’’ »» dépendedépende linéairementlinéairement dede toutestoutes lesles
affinités,affinités, ouou::

ξξpp’ = ∑’ = ∑(q)(q)LLpqpq.A.Aqq

définissant une matrice de coefficients « définissant une matrice de coefficients « LLpqpq »»

** LeLe principeprincipe fondamentalfondamental dede lala thermodynamiquethermodynamique irréversibleirréversible estest donnédonné
parpar lesles relationsrelations dede «« OnsagerOnsager »» selonselon lesquelleslesquelles::

LLpqpq = = LLqpqp
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** DeDe plus,plus, lala matricematrice «« LLpqpq »» estest égalementégalement définiedéfinie positivepositive (puisque(puisque lele
tauxtaux dede productionproduction d'entropied'entropie multipliémultiplié parpar lala températuretempérature estest uneune formeforme
quadratiquequadratique définiedéfinie positivepositive dansdans lesles produitsproduits «« AApp..AAqq »» avecavec «« LLpqpq »»
commecomme coefficientscoefficients..

** OnOn éliminantéliminant lesles affinitésaffinités AApp desdes relationsrelations précédentes,précédentes, onon obtientobtient::

ωωpqpq = ∑= ∑(l) (l) LLplpl..ββlqlq

En notation matricielle, il s’agit simplement de dire que la matrice « En notation matricielle, il s’agit simplement de dire que la matrice « ωω » » 
est le produit des matrices « L » et « est le produit des matrices « L » et « ββ ». ». 

** EnEn général,général, «« ωω »» n'estn'est paspas uneune matricematrice symétriquesymétrique dede mêmemême queque «« LL »»
etet «« ββ »»..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** EnEn raisonraison desdes propriétéspropriétés définiesdéfinies symétriquessymétriques etet positivespositives dede «« LL »» etet dede
«« ββ »,», ilil résulterésulte d'und'un théorèmethéorème fondamentalfondamental dede l'algèbrel'algèbre qu'unequ'une
transformationtransformation linéairelinéaire quiqui diagonaliseradiagonalisera simultanémentsimultanément chacunechacune desdes
troistrois matricesmatrices «« ωω »,», «« LL »» etet «« ββ »» (c’est(c’est--àà--diredire élimineraéliminera lesles termestermes nonnon
diagonaux,diagonaux, pourpour lesquelslesquels pp ≠≠ q)q) nene laissantlaissant queque desdes nombresnombres réelsréels etetdiagonaux,diagonaux, pourpour lesquelslesquels pp ≠≠ q)q) nene laissantlaissant queque desdes nombresnombres réelsréels etet
positifspositifs lele longlong dede lala diagonalediagonale..

** DansDans lele présentprésent problème,problème, lesles valeursvaleurs autoriséesautorisées desdes tempstemps dede
relaxationrelaxation réciproquesréciproques «« ττ--11 »» sontsont desdes solutionssolutions dede l’équationl’équation
déterminantedéterminante ouou «« équationéquation séculaireséculaire »» quiqui estest unun polynômepolynôme dede degrédegré nn::

detdet((ωωpqpq –– ττ--11..δδpqpq) = 0) = 0

δδpqpq:: KroneckerKronecker etet ωωpqpq == ∑∑(l)(l) LLplpl..ββlqlq
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** IlIl existeexiste «« nn »» solutionssolutions pourpour ττ--11 correspondantcorrespondant auau «« nn »» modemode normalenormale
dede relaxationrelaxation..

** UneUne foisfois queque l'ensemblel'ensemble desdes tempstemps dede relaxationrelaxation ττrr estest déterminé,déterminé, leslesUneUne foisfois queque l'ensemblel'ensemble desdes tempstemps dede relaxationrelaxation ττrr estest déterminé,déterminé, lesles
coefficientscoefficients BBrprp requisrequis pourpour intégrerintégrer l'ensemblel'ensemble dede coordonnéescoordonnées d'origined'origine
«« ξξpp »» dansdans lesles variablesvariables internesinternes normalesnormales «« ξξpp

°° »» quiqui peuventpeuvent êtreêtre
déterminésdéterminés parpar desdes méthodesméthodes standardstandard..

** EnEn fait,fait, pourpour lesles besoinsbesoins dede cece chapitre,chapitre, ilil estest plusplus importantimportant dede savoirsavoir
qu’unqu’un teltel ensembleensemble dede variablesvariables internesinternes normalesnormales etet lesles tempstemps dede
relaxationrelaxation correspondantscorrespondants ττrr peuventpeuvent êtreêtre trouvés,trouvés, ainsiainsi queque lesles détailsdétails sursur
lala façonfaçon dede lesles obtenirobtenir..
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4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** DansDans lele nouveaunouveau systèmesystème dede coordonnéescoordonnées «« ξξrr
°° »,», onon àà obtenuobtenu desdes

équationséquations avecavec desdes nouveauxnouveaux paramètresparamètres xxrr
°°,, χχrr

°°,, ββrsrs
°° == ββrr

°°..δδrsrs ainsiainsi queque lele
paramètreparamètre LLrsrs

°° == LLrr
°°..δδrsrs depuisdepuis lala transformationtransformation diagonalisesdiagonalises ββ etet LL°°..

** EnEn conséquence,conséquence, l'équationl'équation ::

∑∑(q)(q)ββpqpq.(.(ξξqq))eqeq = = χχpp..ΔΔT + xT + xpp..σσ

estest facilementfacilement résolurésolu commecomme suitsuit::

((ξξrr
°°))eqeq = [1/(= [1/(ξξrr

°°))eqeq].[].[χχrr
°°. . ΔΔT + T + xxrr

°°..σσ]]



Propriétés Propriétés Physique de la matière condensée Physique de la matière condensée 11

IVIV.. VarVar.. internes,internes, basesbases thermodynamiquethermodynamique desdes spectresspectres dede relaxationrelaxation

4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** D’autresD’autres relationsrelations déduitesdéduites tellestelles queque::

μμrr
°° = = xxrr

°° // ββrr
°°

δδJ = ∑J = ∑ ((xx °°)² /)² / ββ °° ≡ ∑≡ ∑ δδJ(rJ(r))δδJ = ∑J = ∑(r)(r) ((xxrr°°)² /)² / ββrr
°° ≡ ∑≡ ∑(r)(r) δδJ(rJ(r))

* * ((xxrr
°°)² /)² / ββrr

°° = = δδJJ(r)(r) (représente une relaxation partielle du (représente une relaxation partielle du rrièmeième mode mode 
normal)normal)

τrτr--11 = = LLrr
°°..ββrr

°°

ββrr
°°, , δδJJ(r)(r) et et ττrr sont positivessont positives



Propriétés Propriétés Physique de la matière condensée Physique de la matière condensée 11

IVIV.. VarVar.. internes,internes, basesbases thermodynamiquethermodynamique desdes spectresspectres dede relaxationrelaxation

4. Considérations thermodynamiques :4. Considérations thermodynamiques :

** LeLe spectrespectre dede relaxationrelaxation peutpeut alorsalors êtreêtre décritdécrit parpar l’ensemblel’ensemble desdes «« nn »»
couplescouples dede quantitésquantités {{ττrr ;; δδJJ(r)(r)}} donnantdonnant lele tempstemps dede relaxationrelaxation etet
l’amplitudel’amplitude partiellepartielle dede chacunchacun desdes modesmodes normauxnormaux..

rr

l’amplitudel’amplitude partiellepartielle dede chacunchacun desdes modesmodes normauxnormaux..

** DansDans lele cascas dede lala dégénérescence,dégénérescence, cependant,cependant, ilil estest nécessairenécessaire dede
regrouperregrouper lesles grandeursgrandeurs partiellespartielles dede toustous lesles modesmodes normauxnormaux quiqui
possèdentpossèdent lele mêmemême tempstemps dede relaxation,relaxation, pourpour éviteréviter toutetoute ambiguïtéambiguïté..
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** Précédemment,Précédemment, lala thermodynamiquethermodynamique aa étéété développéedéveloppée enen termestermes dede
fonctionfonction dede GibbsGibbs avecavec lala températuretempérature etet lele stressstress commecomme variablesvariables
indépendantesindépendantes dudu systèmesystème..

** LeLe spectrespectre ainsiainsi obtenuobtenu concerneconcerne lesles conditionsconditions dede lala températuretempérature «« TT »»
etet lala contraintecontrainte «« σσ »» constante,constante, c'estc'est--àà--diredire queque «« ττrr »» signifiesignifie «« ((ττ(r)(r)))σσ,, TT »,»,
tandistandis queque «« δδjj(r)(r) »» signifiesignifie «« ((δδjj(r)(r)))TT »»..

** ParPar ailleurs,ailleurs, lesles expériencesexpériences sontsont souventsouvent effectuéeseffectuées dede manièremanière
adiabatiqueadiabatique et/ouet/ou àà déformationdéformation constanteconstante..
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** LesLes relationsrelations entreentre lesles spectresspectres pourpour uneune contraintecontrainte constanteconstante etet pourpour
uneune déformationdéformation constanteconstante ontont étéété obtenuesobtenues àà partirpartir dede lala théoriethéorie formelleformelle
desdes phénomènesphénomènes dede relaxation,relaxation, maismais lala distinctiondistinction entreentre conditionsconditions
adiabatiquesadiabatiques etet isothermesisothermes nécessitenécessite uneune approcheapproche thermodynamiquethermodynamique..adiabatiquesadiabatiques etet isothermesisothermes nécessitenécessite uneune approcheapproche thermodynamiquethermodynamique..

** EnEn thermodynamique,thermodynamique, ilil existeexiste uneune fonctionfonction caractéristiquecaractéristique quiqui
convientconvient àà chaquechaque ensembleensemble dede variablesvariables indépendantesindépendantes.. Ainsi,Ainsi,
l'enthalpiel'enthalpie parpar unitéunité dede volumevolume définiedéfinie parpar::

H = G + T.S H = G + T.S 

obéitobéit àà l'expressionl'expression différentielledifférentielle:: dHdH == TT..dSdS –– εε..ddσσ –– ∑∑(p)(p) AApp..ddξξpp (*)(*)
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** LaLa fonctionfonction (*)(*) estest plusplus pratiquepratique pourpour considérerconsidérer lala relaxationrelaxation lorsquelorsque ««
SS »,», «« σσ »» etet «« ξξpp »» sontsont lesles variablesvariables indépendantesindépendantes dudu problème,problème, etet doncdonc
pourpour obtenirobtenir lele spectrespectre {({(ττσσ,S,S))(r)(r) ;; ((δδJJSS))(r)(r)}} pourpour lesles conditionsconditions adiabatiquesadiabatiques
(«(« SS »» constante)constante) etet lala déformationdéformation constanteconstante..(«(« SS »» constante)constante) etet lala déformationdéformation constanteconstante..

** DeDe même,même, l’énergiel’énergie librelibre dede HelmholtzHelmholtz parpar unitéunité dede volumevolume::

F = G + F = G + σσ..εε

quiqui obéitobéit àà lala relationrelation

dFdF = = –– S.dTS.dT + + σσ.d.dεε –– ∑∑(p)(p) AApp.d.dξξp p (**)(**)
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** LaLa fonctionfonction (**)(**) estest lala plusplus appropriéeappropriée pourpour décriredécrire lele présentprésent spectrespectre
{({(ττεε,T,T))(r)(r) ;; ((δδMMTT))(r)(r)}} pourpour uneune déformationdéformation «« εε »» etet uneune températuretempérature «« TT »»
constantesconstantes..constantesconstantes..

** Enfin,Enfin, l’énergiel’énergie interneinterne parpar unitéunité dede volume,volume, U,U, obéitobéit àà lala relationrelation

dUdU = = T.dST.dS + + σσ.d.dεε –– ∑∑(p)(p) AApp.d.dξξpp (***)(***)

CetteCette fonctionfonction (***)(***) convientconvient lele mieuxmieux auau spectrespectre adiabatiqueadiabatique àà
contraintecontrainte constanteconstante {({(ττεε,S,S))(r)(r) ;; ((δδMMSS))(r)(r)}}..
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** DansDans chacunchacun dede cesces cas,cas, enen suivantsuivant uneune approcheapproche complètementcomplètement
analogueanalogue àà cellecelle dede lala partiepartie précédente,précédente, lele spectrespectre appropriéapproprié peutpeut êtreêtre
dérivédérivé..

** PuisquePuisque chacunchacun dede cesces quatrequatre spectresspectres définitdéfinit complètementcomplètement lele systèmesystème** PuisquePuisque chacunchacun dede cesces quatrequatre spectresspectres définitdéfinit complètementcomplètement lele systèmesystème
thermodynamique,thermodynamique, ilsils sontsont nécessairementnécessairement liésliés entreentre euxeux.. Cependant,Cependant,
dansdans lele cascas d’und’un spectrespectre arbitraire,arbitraire, lesles relationsrelations peuventpeuvent êtreêtre assezassez
complexescomplexes (rappelez(rappelez--vous,vous, parpar exemple,exemple, lala relationrelation entreentre lesles spectresspectres àà
contraintecontrainte constanteconstante etet àà déformationdéformation constante)constante)..

** ParPar conséquent,conséquent, auxaux finsfins dede lala présenteprésente partie,partie, onon n’illustren’illustre lesles relationsrelations
queque pourpour lele cascas d'uned'une seuleseule variablevariable interne,interne, c'estc'est--àà--diredire pourpour lele solidesolide
anélastiqueanélastique standard,standard, oùoù cesces interrelationsinterrelations sontsont relativementrelativement simplessimples..
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** OnOn peutpeut définirdéfinir lesles quantitésquantités isoiso--thermiquesthermiques commecomme suitesuite::

JJUU (Complaisance iso(Complaisance iso--thermique non relaxée) = Jthermique non relaxée) = JU; TU; T = (∂= (∂εε/∂/∂σσ))ξξ, T, T

JJ (Complaisance iso(Complaisance iso--thermique relaxée) = Jthermique relaxée) = J = (∂= (∂εε/∂/∂σσ))JJRR (Complaisance iso(Complaisance iso--thermique relaxée) = Jthermique relaxée) = JR; TR; T = (∂= (∂εε/∂/∂σσ))A, TA, T

AA:: ConstanteConstante avecavec AA == 00 sisi ξξ == ξξeqeq

δJδJTT = J= JR; TR; T –– JJU; TU; T

** DeDe même,même, onon peutpeut définirdéfinir lesles quantitésquantités adiabatiquesadiabatiques δJδJSS,, JJRR;; SS,, JJUU;; SS::

(∂(∂εε/∂/∂σσ))ξξ, S, S = (∂= (∂εε/∂/∂σσ))ξξ, T, T + (∂+ (∂εε/∂T)/∂T)ξξ, , σσ. (∂T/∂. (∂T/∂σσ))ξξ, S, S
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** OnOn mettantmettant::

ΔΔS = 0S = 0

** OnOn obtientobtient lala relationrelation bienbien connueconnue entreentre lesles constantesconstantes élastiquesélastiques
adiabatiquesadiabatiques etet isothermesisothermes.. ::

(∂(∂εε/∂T)/∂T)ξξ, , σσ = = –– αα.T.T00/c/cσσ

JJU; SU; S = J= JU; TU; T –– αα².T².T00/c/cσσ

(∂(∂εε/∂T)/∂T)A, A, σσ = = αα + x.+ x.χχ//ββ
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** AinsiAinsi::

(∂T/∂(∂T/∂σσ))A, SA, S = = –– ((αα..ββ + x.+ x.χχ)/()/(χχ² + c² + cσσ..ββ.T.T--11))(∂T/∂(∂T/∂σσ))A, SA, S = = –– ((αα..ββ + x.+ x.χχ)/()/(χχ² + c² + cσσ..ββ.T.T ))

δJδJSS = = δJδJTT –– [(T.([(T.(αα..ββ + x.+ x.χχ)²)/()²)/(ββ.(T..(T.χχ² + ² + ββ.c.cσσ)) )) –– T.T.αα²/c²/cσσ]]

** IlIl fautfaut noternoter queque sisi «« χχ == 00 »» onon àà «« ξξeqeq »» indépendanteindépendante dede «« TT »» pourpour
uneune contraintecontrainte «« σσ == 00 »,», etet onon obtientobtient::

[(T.([(T.(αα..ββ + x.+ x.χχ)²)/()²)/(ββ.(T..(T.χχ² + ² + ββ.c.cσσ)) )) –– T.T.αα²/c²/cσσ] = 0] = 0
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** LaLa relationrelation entreentre lesles tempstemps dede relaxationrelaxation isothermeisotherme etet adiabatiqueadiabatique àà
contraintecontrainte constanteconstante::

ττσσ, T, T = = ττσσ, S, S.[1 + (T..[1 + (T.χχ²)/(²)/(ββ.c.cσσ)])]

** EncoreEncore uneune fois,fois, commecomme dansdans l'équationl'équation::

δJδJSS = = δJδJTT –– [(T.([(T.(αα..ββ + x.+ x.χχ)²)/()²)/(ββ.(T..(T.χχ² + ² + ββ.c.cσσ)) )) –– T.T.αα²/c²/cσσ]]

LaLa différencedifférence entreentre lesles cascas adiabatiqueadiabatique etet isothermeisotherme disparaîtdisparaît sisi «« χχ == 00 »»..
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** L'équationL'équation::

ττσσ, T, T = = ττσσ, S, S.[1 + (T..[1 + (T.χχ²)/(²)/(ββ.c.cσσ)] )] 

peutpeut égalementégalement êtreêtre expriméeexprimée soussous uneune formeforme différentedifférente enen définissantdéfinissantpeutpeut égalementégalement êtreêtre expriméeexprimée soussous uneune formeforme différentedifférente enen définissantdéfinissant
uneune "chaleur"chaleur spécifiquespécifique détendue"détendue" «« ccRR,, σσ »» àà contraintecontrainte constanteconstante (par(par
unitéunité dede volume)volume)::

ccRR, , σσ ≡ T(∂S/∂T)≡ T(∂S/∂T)σσ, A, A = c= cσσ + (T.+ (T.χχ).(∂).(∂ξξeqeq/∂T)/∂T)σσ = c= cσσ + (T.+ (T.χχ²)/²)/ββ

EtEt onon obtientobtient::

ττσσ, T, T = = ττσσ, S, S.(.(ccRR, , σσ/c/cσσ) ) 
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** DeDe manièremanière analogue,analogue, lala relationrelation entreentre lesles paramètresparamètres dede relaxationrelaxation
pourpour uneune contraintecontrainte constanteconstante etet lala températuretempérature etet ceuxceux pourpour uneune
déformationdéformation constanteconstante etet lala températuretempérature peutpeut êtreêtre obtenueobtenue::

δδM = MM = MU; TU; T –– MMR; TR; T = = δδJJTT/(J/(JR; TR; T. J. JU; TU; T))U; TU; T R; TR; T TT R; TR; T U; TU; T

EtEt onon obtientobtient lala relationrelation::

ττσσ, T, T = = ττεε, T, T.(J.(JR; TR; T/ J/ JU; TU; T) ) 

SimilaireSimilaire àà cellecelle dede lala partiepartie étudiéétudié précédemmentprécédemment dudu solidesolide anélastiqueanélastique
standardstandard (Modèle(Modèle àà troistrois paramètres)paramètres)::

ττεε = = ττσσ.(J.(JUU/ J/ JRR))
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** Enfin,Enfin, lele cascas dede lala relaxationrelaxation adiabatiqueadiabatique àà déformationdéformation constanteconstante doitdoit
êtreêtre prispris enen comptecompte.. DansDans cece cas,cas, lala magnitudemagnitude «« δδMMSS »» estest liéeliée àà «« δδJJSS »»
ainsiainsi queque «« JJRR;; SS »,», «« JJUU;; SS »» etet «« δδJJSS »» ouou lele tempstemps dede relaxationrelaxation estest::ainsiainsi queque «« JJRR;; SS »,», «« JJUU;; SS »» etet «« δδJJSS »» ouou lele tempstemps dede relaxationrelaxation estest::

ττσσ, T, T = = ττεε, S, S. (. (ccRR, , σσ/c/cσσ).(J).(JR; SR; S/ J/ JU; SU; S) ) 

AvecAvec::

((ττεε, S, S))--11 = = ––L.(∂A/ ∂L.(∂A/ ∂ξξ))εε, S, S
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EnEn résumérésumé::
CommeComme indiquéindiqué précédemment,précédemment, dansdans lele cascas dede plusieursplusieurs variablesvariablesCommeComme indiquéindiqué précédemment,précédemment, dansdans lele cascas dede plusieursplusieurs variablesvariables
internes,internes, lesles paramètresparamètres thermodynamiquesthermodynamiques sontsont liésliés entreentre euxeux dede lala
mêmemême manièremanière;; Cependant,Cependant, enen général,général, chaquechaque tempstemps dede relaxationrelaxation enen
modemode normalnormal dansdans unun nouvelnouvel ensembleensemble dede conditionsconditions expérimentalesexpérimentales estest
liélié àà toustous lesles tempstemps dede relaxationrelaxation d'origined'origine.. ParPar conséquent,conséquent, lala
généralisationgénéralisation desdes équationséquations auau cascas dede plusieursplusieurs variablesvariables conduitconduit àà desdes
expressionsexpressions plusplus complexescomplexes..


