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III. Spectre ContinuIII. Spectre Continu

** DansDans lele présentprésent chapitre,chapitre, onon considèreconsidère lele cascas d’uned’une distributiondistribution
continuecontinue desdes tempstemps dede relaxationrelaxation..

** VuVu l’importancel’importance dede cece typetype desdes spectresspectres continus,continus, l’obtentionl’obtention dudu

1. Introduction:1. Introduction:

** VuVu l’importancel’importance dede cece typetype desdes spectresspectres continus,continus, l’obtentionl’obtention dudu
spectrespectre àà partirpartir d’uned’une fonctionfonction dede réponseréponse donnéedonnée obligeoblige unun traitementtraitement
généralementgénéralement pratique,pratique,..

** Enfin,Enfin, lele faitfait queque lesles tempstemps dede relaxationrelaxation obéissentobéissent àà l'équationl'équation
d'Arrhenius,d'Arrhenius, pourpour lala plupartplupart desdes processus,processus, onon peutpeut diredire qu’ilqu’il aa unun effeteffet
profondprofond sursur l'interprétationl'interprétation desdes spectresspectres dede relaxationrelaxation etet l'analysel'analyse desdes
donnéesdonnées..
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** DansDans lele cascas desdes spectresspectres discrets,discrets, lala fonctionfonction dede réponseréponse donnéedonnée estest
peutpeut êtreêtre dupliquéedupliquée avecavec lala précisionprécision souhaitéesouhaitée enen choisissantchoisissant unun

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

peutpeut êtreêtre dupliquéedupliquée avecavec lala précisionprécision souhaitéesouhaitée enen choisissantchoisissant unun
ensembleensemble discretdiscret dede tempstemps dede relaxationrelaxation «« ττσσ

(i)(i) ouou ττεε
(j)(j) »» suffisammentsuffisamment

grandgrand (i(i == 11,, ......,, n)n)..

** CetteCette procédureprocédure permetpermet dede rechercherrechercher unun modèlemodèle avecavec desdes unitésunités dede
(Voigt(Voigt--KelvinKelvin ouou Maxwell)Maxwell) dontdont lele comportementcomportement dede réponseréponse simulesimule
celuicelui d’und’un matériaumatériau réelréel..
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III. Spectre ContinuIII. Spectre Continu

** SaufSauf dansdans lele cascas dede raiesraies spectralesspectrales bienbien séparées,séparées, lele choixchoix desdes valeursvaleurs
dede «« ττ »» pourpour adapteradapter uneune fonctionfonction dede réponseréponse estest subjectif,subjectif, dede sortesorte queque

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

dede «« ττ »» pourpour adapteradapter uneune fonctionfonction dede réponseréponse estest subjectif,subjectif, dede sortesorte queque
lele spectrespectre nene peutpeut êtreêtre considéréconsidéré commecomme uneune caractérisationcaractérisation uniqueunique dudu
matériaumatériau..

** IlIl estest alorsalors préférablepréférable dede permettrepermettre àà «« ττ »» dede présenterprésenter toutestoutes lesles
valeurs,valeurs, dede sortesorte queque lele spectrespectre puissepuisse êtreêtre expriméexprimé enen fonctionfonction dede lala
variablevariable continuecontinue..
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** LeLe choixchoix dede variablevariable «« In[r]In[r] »» auau lieulieu dede «« ττ »» estest plusplus appropriéeappropriée pourpour
identifieridentifier lele passagepassage d’und’un spectrespectre discretdiscret àà unun spectrespectre continucontinu pourpour δδJJ(i)(i)::

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

δδJJ(i)(i) → X(ln[→ X(ln[ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ])])

** X(In[r])X(In[r])..d(ln[τ])d(ln[τ]) estest lala contributioncontribution auau δδJJ totaltotal desdes valeursvaleurs dede In[τ]In[τ] dontdont
lala valeurvaleur varievarie entreentre «« In[τ]In[τ] »» etet «« In[r]In[r] ++ d(In[r])d(In[r]) »»..

** LaLa fonctionfonction X(In[r])X(In[r]) estest appeléeappelée lele «« SpectreSpectre dede relaxationrelaxation àà
déformationdéformation constanteconstante »» etet présenteprésente desdes dimensionsdimensions dede lala complaisancecomplaisance..
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III. Spectre ContinuIII. Spectre Continu

** DeDe lala mêmemême manièremanière l’identificationl’identification dudu passagepassage d’und’un spectrespectre discretdiscret àà
unun spectrespectre continucontinu pourpour δδMM(i)(i)::

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

δδMM(i)(i) → Y(ln[→ Y(ln[ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ])])

** Y(In[r])Y(In[r])..d(ln[τ])d(ln[τ]) estest lala contributioncontribution auau δδMM totaltotal desdes valeursvaleurs dede In[τ]In[τ]
dontdont lala valeurvaleur varievarie entreentre «« In[τ]In[τ] »» etet «« In[r]In[r] ++ d(In[r])d(In[r]) »»..

** LaLa fonctionfonction Y(In[r])Y(In[r]) estest appeléeappelée lele «« SpectreSpectre dede relaxationrelaxation àà
contraintecontrainte constanteconstante »» etet présenteprésente desdes dimensionsdimensions dudu modulemodule dede YoungYoung..
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** OnOn remplaçantremplaçant lesles valeursvaleurs dede δδJJ(i)(i) dansdans lesles relationsrelations desdes fonctionsfonctions dede
fluagefluage onon obtientobtient::

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

J(t) = JJ(t) = JUU + ∫+ ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) X(ln[X(ln[ττ]).(1 ]).(1 –– expexp[[--t/t/ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ])])

JJ11((ωω) = J) = JUU + ∫+ ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) X(ln[X(ln[ττ]). d(ln[]). d(ln[ττ])/(1 + [])/(1 + [ωτωτ]²)]²)

JJ22((ωω) = ∫) = ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) X(ln[X(ln[ττ]).(]).(ωτωτ).d(ln[).d(ln[ττ])/(1 + [])/(1 + [ωτωτ]²)]²)

Avec: Avec: δδJ = ∫J = ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) X(ln[X(ln[ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ])])
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III. Spectre ContinuIII. Spectre Continu

** DeDe lala mêmemême façon,façon, lele remplacementremplacement desdes valeursvaleurs dede δδMM(i)(i) dansdans lesles
relationsrelations desdes fonctionsfonctions dede contraintecontrainte relaxéerelaxée donnedonne::

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

M(t) = MM(t) = MRR + ∫+ ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) Y(ln[Y(ln[ττ]).(]).(expexp[[--t/t/ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ])])

MM11((ωω) = M) = MRR + ∫+ ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) Y(ln[Y(ln[ττ]).[]).[ωτωτ]².d(ln[]².d(ln[ττ])/(1 + [])/(1 + [ωτωτ]²)]²)

MM22((ωω) = ∫) = ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) Y(ln[Y(ln[ττ]).(]).(ωτωτ).d(ln[).d(ln[ττ])/(1 + [])/(1 + [ωτωτ]²)]²)

Avec: Avec: δδM = ∫M = ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) Y(ln[Y(ln[ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ])])
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III. Spectre ContinuIII. Spectre Continu

** IlIl estest commodecommode d’introduired’introduire égalementégalement lesles spectresspectres normalisésnormalisés ouou lesles
fonctionsfonctions dede distribution,distribution, définiesdéfinies parpar ::

ΨΨ(ln[(ln[ττ]) = (1/]) = (1/ δδJ).X(ln[J).X(ln[ττ])])

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

ΨΨ(ln[(ln[ττ]) = (1/]) = (1/ δδJ).X(ln[J).X(ln[ττ])])

ΦΦ(ln[(ln[ττ]) = (1/]) = (1/ δδM).Y(ln[M).Y(ln[ττ])])

Ou:Ou:

∫∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) ΨΨ(ln[(ln[ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ]) = 1]) = 1

∫∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) ΦΦ(ln[(ln[ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ]) = 1]) = 1
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III. Spectre ContinuIII. Spectre Continu

** LesLes définitionsdéfinitions dede lala fonctionfonction dede fluagefluage normaliséenormalisée ψψ(t)(t) etet lala fonctionfonction
dede relaxationrelaxation dede contraintecontrainte normaliséenormalisée φφ(t)(t) peuventpeuvent êtreêtre expriméesexprimées enen
termestermes dede spectresspectres normalisésnormalisés correspondantscorrespondants dede lala façonfaçon suivantesuivante::

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

termestermes dede spectresspectres normalisésnormalisés correspondantscorrespondants dede lala façonfaçon suivantesuivante::

1 1 -- ψψ(t) = ∫(t) = ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) ΨΨ(ln[(ln[ττ]).(]).(expexp[[--t/t/ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ])])

φφ(t) = ∫(t) = ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) ΦΦ(ln[(ln[ττ]).(]).(expexp[[--t/t/ττ]).d(ln[]).d(ln[ττ])])

Il est important de noter que ces équations sont essentiellement des Il est important de noter que ces équations sont essentiellement des 
intégrales de Laplaceintégrales de Laplace
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** DeDe tellestelles intégralesintégrales peuventpeuvent êtreêtre utiliséesutilisées pourpour décriredécrire toutetoute fonctionfonction
intégrableintégrable continuecontinue enen fonctionfonction dede «« tt »»..

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

** LaLa descriptiondescription dudu fluagefluage etet dede lala relaxationrelaxation desdes contraintescontraintes enen termestermes dede
spectrespectre dede tempstemps dede relaxationrelaxation estest généralementgénéralement validevalide..

** "Gross""Gross" ((19471947)) aa réussiréussi àà obtenirobtenir desdes relationsrelations exactesexactes suffisammentsuffisamment
adaptéesadaptées auxaux méthodesméthodes dede calculcalcul numériquesnumériques desdes deuxdeux spectresspectres dede
relaxationsrelaxations normalisésnormalisés..
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Y(ln[Y(ln[ττ])])
= = 

2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 2. Spectres de relaxation continue à contraintes et à déformations 
constantes :constantes :

= = 
X(ln[X(ln[ττ])/[J])/[JUU + ∫+ ∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) X(ln[u]).(1 + u/X(ln[u]).(1 + u/ττ))--11.d(ln[u])]² + .d(ln[u])]² + ππ²X²(ln[²X²(ln[ττ])])

X(ln[X(ln[ττ])])
= = 

Y(ln[Y(ln[ττ])/[M])/[MRR -- ∫∫((--∞ → +∞)∞ → +∞) Y(ln[u]).(1 + [u/Y(ln[u]).(1 + [u/ττ]]--11))--11.d(ln[u])]² + .d(ln[u])]² + ππ²Y²(ln[²Y²(ln[ττ])])


