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Chapitre 1

Les lois classiques

1.1 Les lois discrèts

1.1.1 La loi de Bernoulli

Dé�nition 1 Une variable aléatoire X est dit suit la loi de Bernoulli, si la

variable aléatoire X modilise une seule fois l�expériance aléatoire à deux issues

possibles..

Modilisation d�une loi de Bernoulli

Etape 01 : Soient 
 évènement des tous les résultats possibles, A évènement
de 
; et X une variable aléatoire qui représente les résultats d�une expèriance.

Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X si A est réalise

(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoireX siA n�est pas réalise (L�echec

de A).

Etape 03 : La probabilité de réussite l�évènement A c�est

P (A) = P (X = 1) = p:

La probabilité de l�echec l�évènement A c�est

P
�
A
�
= P (X = 0) = q:

avec p+ q = 1:

Conclusion La variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli B (p) :

1
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Exemple 2 On lance une pièce de money une seule fois, on note par A l�évène-
ment f obtenir une faceg : Déterminer la loi de probabilité pour cette experiance.

Solution 3 Etape 01 : Soient 
 évènement des tous les résultats possibles


 = f Pille, Faceg :

A évènement de 


A = f obtenir une faceg :

X une variable aléatoire qui représente les résultats d�une expèriance.

Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire X si A est réalise

(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoireX si A n�est pas réalise (L�echec

de A).

Etape 03 : La probabilité de réussite l�évènement A c�est

P (A) = P (X = 1) =
Nombre des cas convenables
Nombre des cas possibles

=
jAj
j
j =

1

2
= p:

La probabilité de l�echec l�évènement A c�est

P
�
A
�
= P (X = 0) =

Nombre des cas convenables
Nombre des cas possibles

=

��A��
j
j =

1

2
= q:

avec p+ q = 1
2
+ 1

2
= 1:

Conclusion La variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli B
�
1
2

�
Paramètres caractéristiques

1/ La loi de probabilité pour la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli

B (p) est donné par (
P (X = 1) = p;

P (X = 0) = q:
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2/ Espérance pour la variable aléatoire X est donné par

E (X) =

2X
i=1

kP (X = k)

= 1P (X = 1) + 0P (X = 0)

= 1p+ 0q = p:

3/ Moment d�ordre deux pour la variable aléatoire X est donné par

E
�
X2
�
=

2X
i=1

k2P (X = k)

= 12P (X = 1) + 02P (X = 0)

= 12p+ 02q = p:

4/ Variance pour la variable aléatoire X est donné par

V ar (X) = E
�
X2
�
� E2 (X)

=
2X
i=1

k2P (X = k)�
 

2X
i=1

kP (X = k)

!2
= p� (p)2 = p (1� p) = pq:

Exemple 4 Reprenons l�exaemple précédent, alors
1/ La loi de probabilité pour la variable aléatoire X suit la loi de Bernoulli

B
�
1
2

�
est donné par (

P (X = 1) = 1
2
;

P (X = 0) = 1
2
:

2/ Espérance pour la variable aléatoire X est donné par

E (X) =

2X
i=1

kP (X = k)

= 1P (X = 1) + 0P (X = 0)

= 1
1

2
+ 0

1

2
=
1

2
:
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3/ Moment d�ordre deux pour la variable aléatoire X est donné par

E
�
X2
�
=

2X
i=1

k2P (X = k)

= 12P (X = 1) + 02P (X = 0)

= 12
1

2
+ 02

1

2
=
1

2
:

4/ Variance pour la variable aléatoire X est donné par

V ar (X) = E
�
X2
�
� E2 (X)

=
2X
i=1

k2P (X = k)�
 

2X
i=1

kP (X = k)

!2

=
1

2
�
�
1

2

�2
=
1

2

�
1

2

�
=
1

4
= pq:

1.1.2 La loi Binomiale

Dé�nition 5 La loi binomiale modilise à compter le nombre de succès dans l�ex-
periance de Bernoulli avec plusieurs fois de répétitions.

Modilisation d�une loi de Binomial

Etape 01 : Soient 
 évènement des tous les résultats possibles, A évènement
de 
; et Xi une variable aléatoire qui représente les résultats d�une expèriance

de Bernoulli, avec i 2 f1; 2; 3; :::; ng :
Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire Xi si A est réalise

(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire Xi si A n�est pas réalise

(L�echec de A).

Etape 03 : La probabilité de réussite l�évènement A c�est

P (A) = P (Xi = 1) = p

La probabilité de l�echec l�évènement A c�est

P
�
A
�
= P (Xi = 0) = q

avec p+ q = 1:
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Etape 04 : On note par S la somme des résultats obtenues par l�experiance
de Bernoulli durant n fois de répétitions, d�où S représente le nombre de succès

pour l�évènement A dans n répititions d�experiances de Bernoullialors pour dé-

terminer la loi de probabilité pour la variable aléatoire S; et on veut calculer la

probabilité pour que ce nombre égal à k; on a

P (S = k) = Cknp
k (1� p)n�k ; avec Ckn =

n!

k! (n� k)! ;

et n! = n (n� 1) (n� 2) :::2� 1;
et k 2 f1; 2; 3; :::; ng :

Conclusion La variable aléatoire S suit la loi de binomiale B (n; p) :

Exemple 6 Reprenons l�experiance de Bernoulli (une seule fois avec deux is-
sues), mais on fait la répétition 10 fois de même experiance. On veut calculer la

probabilité d�obtenir 04 faces parmi 10 répititions.

Solution 7 Etape 01 : Soient 
 évènement des tous les résultats possibles, A
évènement = f obtenir une faceg de 
; et Xi une variable aléatoire qui représente

les résultats d�une expèriance de Bernoulli, avec i 2 f1; 2; 3; :::; 10g :
Etape 02 : On note par 01 (un) pour la variable aléatoire Xi si A est réalise

(la réussite de face).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire Xi si A n�est pas réalise

(L�echec de face).

Etape 03 : La probabilité de réussite l�évènement A c�est

P (f obtenir une faceg) = P (Xi = 1) =
1

2

La probabilité de l�echec l�évènement A c�est

P ( obtenir une pille) = P (Xi = 0) =
1

2

avec p+ q = 1:

Etape 04 : On note par S la somme des résultats obtenues par l�experiance de
Bernoulli durant 10 fois de répétitions, alors pour déterminer la loi de probabilité

pour la variable aléatoire S; on veut calculer la probabilité pour que le nombre de



Dr : CHALA Adel Biostatistique-Les lois classiques 6

succès des faces parmie 10 fois de répétitions c�est comme suite

P (S = 4) = C410

�
1

2

�4�
1� 1

2

�10�4
; avec

C410 =
10!

4! (10� 4)! =
10� (9)� (8)� :::� 4� 3� 2� 1

4!6!

=
10� 9� 8� :::5

6!
= 210:

Alors

P (S = 4) = 210

�
1

2

�4�
1

2

�6
= 0; 205:

Vous pouvez obtenir la même résultat en application logiciel trés connue c�est EX-

CEL, on tape sur la bande fx la phrase suivante LOI.BINOMIALE(4 ;10 ;0,5 ;FAUX)
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et puis Ok on obtient directement la valeur 0,20507813.

6+

2:png

Conclusion : La variable aléatoire S suit la loi de binomiale B
�
10; 1

2

�
:
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Dé�nition 8 Soient X; Y et Z trois variables aléatoires indépandantes, alors

E (X + Y ) = E (X) + E (Y ) ;

E (X + Y + Z) = E (X) + E (Y ) + E (Z) ;

E

 
nX
i=1

Xi

!
=

nX
i=1

E (Xi) ;

V ar (X + Y ) = V ar (X) + V ar (Y ) ;

V ar (X + Y + Z) = V ar (X) + V ar (Y ) + V ar (Z) ;

V ar

 
nX
i=1

Xi

!
=

nX
i=1

V ar (Xi) ;

Paramètres caractéristiques

1/ La loi de probabilité pour la variable aléatoire S suit la loi de binomiale

B (n; p) est donné par

P (S = k) = Cknp
k (1� p)n�k :

2/ Espérance pour la variable aléatoire S suit la loi de binomiale B (n; p) est
donné par

E (S) = E

 
nX
i=1

Xi

!
=

nX
i=1

E (Xi)

=

nX
i=1

p = np:

3/ Variance pour la variable aléatoire S suit la loi de binomiale B (n; p) est
donné par

V ar (S) = V ar

 
nX
i=1

Xi

!
=

nX
i=1

V ar (Xi)

=
nX
i=1

pq = npq:

1.1.3 La loi Géométrique

Dé�nition 9 La loi géométrique modilisent le temps d�attent du premier succès
dans l�experiance de Bernoulli.
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Modilisation de la loi géométrique

Etape 01 : Soient 
 évènement des tous les résultats possibles, A évènement
de 
; et Xi une variable aléatoire qui représente les résultats d�une expèriance

de Bernoulli, avec i 2 f1; 2; 3; :::; ng :
Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire Xi si A est réalise

(la réussite de A).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire Xi si A n�est pas réalise

(L�echec de A).

Etape 03 : La probabilité de réussite l�évènement A dans la ieme experiance
c�est

P (A) = P (Xi = 1) = p

La probabilité de l�echec l�évènement A c�est

P
�
A
�
= P (Xi = 0) = q

avec p+ q = 1:

Etape 04 : On note par T le premier temps pour avoir le succès de l�évè-
nement A par l�experiance de Bernoulli durant n fois de répétitions; on pose

que

P (T = k) = P (le premier temps pour avoir le succès de l�évènement A)

= P (Dans la 1er experiance on a l�echec d�évènement A

Dans la 2eme experiance on a l�echec d�évènement A

Dans la 3eme experiance on a l�echec d�évènement A

::::

Dans la kem experiance on a le succès d�évènement A)

= P
�
A1 et A2 etA3 etA4 et.... et Ak

�
= P

�
A1 \ A2 \ A3 \ A4 \ .... \ Ak

�
= P

�
A1
�
� P

�
A2
�
� P

�
A3
�
� P

�
A4
�
� :::� P (Ak )

= P (X1 = 0)� P (X2 = 0)� P (X3 = 0)� P (X4 = 0) :::� P (Xk = 1)

= q � q � q � q:::� p
= p� qk�1:

Conclusion La variable aléatoire T suit la loi de gémétrqiue G (p) :
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Exemple 10 On lance une pièce de money 20 fois avec la loi de Berboulli.
Quelle est la probabilité d�avoir la première face dans le cinquième experiance ?.

Solution 11 Etape 01 : Soient 
 évènement des tous les résultats possibles, A
évènement f Obtenir une facegde 
; et Xi une variable aléatoire qui représente

les résultats d�une expèriance de Bernoulli, avec i 2 f1; 2; 3; :::; 20g :
Etape 02 :On note par 01 (un) pour la variable aléatoire Xi si A est réalise

(la réussite de face).

On note par 0 (zéro) pour la variable aléatoire Xi si A n�est pas réalise

(L�echec de face).

Etape 03 : La probabilité de réussite l�évènement A dans la ieme experiance
c�est

P (f Obtenir une faceg) = P (Xi = 1) =
1

2
= p

La probabilité de l�echec l�évènement A c�est

P (f Obtenir une pilleg) = P (Xi = 0) =
1

2
= q

avec p+ q = 1:

Etape 04 : On note par T le premier temps pour avoir le premier succès

de l�évènement A par l�experiance de Bernoulli durant 20 fois de répétitions; on

pose que

P (T = 5) = P (le premier temps pour avoir le succès de premier face)

= P (Dans la 1er experiance on a l�echec d�évènement A

Dans la 2eme experiance on a l�echec d�évènement A

Dans la 3eme experiance on a l�echec d�évènement A

Dans la 4eme experiance on a l�echec d�évènement A

Dans la 5em experiance on a le succès d�évènement A)

= P
�
A1 et A2 etA3 etA4 et A5

�
= P

�
A1 \ A2 \ A3 \ A4 \ A5

�
= P

�
A1
�
� P

�
A2
�
� P

�
A3
�
� P

�
A4
�
� P (A5 )

= P (X1 = 0)� P (X2 = 0)� P (X3 = 0)� P (X4 = 0)� P (X5 = 1)

= q � q � q � q � p

= p� q5�1 = 1

2

�
1

2

�4
=

�
1

2

�5
= 0; 031:

Conclusion La variable aléatoire T suit la loi de gémétrqiue G
�
1
2

�
:
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1.2 Les lois continiues

Dé�nition 12 On dit qu�une variable aléatoireX est continue si elle peut prendre

seulement des valeurs réelle (dans R):

Dé�nition 13 On dit qu�une variable aléatoirev X admet une densité de pro-

babilité f ssi

1/

f � 0 pour tout x 2 R:

2/ Z
R
f (x) dx = 1:

Dé�nition 14 Espérance d�une variable aléatoire continue donnant par

E (X) =

Z
R
xf (x) dx:

Dé�nition 15 Moment d�ordre deux d�une variable aléatoire continue donnant
par

E
�
X2
�
=

Z
R
x2f (x) dx:

Dé�nition 16 La variance d�une variable aléatoire continue donnant par

V ar (X) = E
�
X2
�
� E2 (X)

=

Z
R
x2f (x) dx�

�Z
R
xf (x) dx

�2
:

1.2.1 La loi exponentielle

Dé�nition 17 On dit qu�une variable aléatoire continue est suit la loi exponen-
tielle de paramètre � 2 R "Exp (�) " ssi sa densité de probabilité donnée par

f (x) =

(
�e��x; si x � 0;
0 si x < 0:
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Paramètres caractéristiques

1/ Densité de probabilité, on montre que f est bien une densité de probabilitéZ
R
f (x) dx =

Z 0

�1
f (x) dx+

Z +1

0

f (x) dx

=

Z 0

�1
0dx+

Z +1

0

�e��xdx

=

Z +1

0

�e��xdx = �

Z +1

0

e��xdx

= �
1

��e
��x ��+1

0

= �e��(+1) �
�
�e��0

�
= 0 + e0 = 1:

Alors Z
R
f (x) dx = 1:

2/ Espérance d�une variable aléatoire continue qui suit la loi exponentielle

Exp (�) ; donnant par

E (X) =

Z
R
xf (x) dx

=

Z 0

�1
xf (x) dx+

Z +1

0

xf (x) dx

=

Z +1

0

x�e��xdx = �

Z +1

0

xe��xdx:

On e¤ectuer l�intégration par partie, on pose

u = x alors u0 = 1

v0 = e��x alors v =
1

��e
��x

Alors Z
uv0 = uv �

Z
u0v

= x
1

��e
��x ��+1

0 �
Z +1

0

1� 1

��e
��xdx

= 0� 1

��

Z +1

0

e��xdx =
1

�

Z +1

0

e��xdx

=
1

�

1

��e
��x ��+1

0 =
�1
�2
�
e�1 � e0

�
=
1

�2
:
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Alors

E (X) =

Z
R
xf (x) dx = �

Z +1

0

xe��xdx = �� 1

�2

=
1

�
:

3/ Le moment d�ordre deux d�une variable aléatoire continue qui suit la loi

exponentielle Exp (�) ; donnant par

E
�
X2
�
=

Z
R
x2f (x) dx

=

Z 0

�1
x2f (x) dx+

Z +1

0

x2f (x) dx

=

Z +1

0

x2�e��xdx = �

Z +1

0

x2e��xdx:

On e¤ectuer l�intégration par partie, on pos

u = x2 alors u0 = 2x

v0 = e��x alors v =
1

��e
��x

Alors Z
uv0 = uv �

Z
u0v

= x2
1

��e
��x ��+1

0 �
Z +1

0

2x� 1

��e
��xdx

= 0� 2

��

Z +1

0

xe��xdx =
2

�

Z +1

0

xe��xdx

=
2

�

�
1

�2

�
=
2

�3
:

Alors

E
�
X2
�
=

Z
R
x2f (x) dx = �

Z +1

0

x2e��xdx = �� 2

�3

=
2

�2
:

4/ La variance d�une variable aléatoire continue qui suit la loi exponentielle
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Exp (�) ; donnant par

V ar (X) = E
�
X2
�
� E2 (X)

=
2

�2
�
�
1

�

�2
=
2

�2
� 1

�2
=
1

�2
:

Exemple 18 La durée de vie d�un matériel électronique suit une loi exponen-
tielle de paramètre � = 1

20
(l�unité de temps est l�année). Quelle est la probabilité

qu�il fonctionne encore 5 ans après sa fabrication ?.

Calculer la durré de vie moyen pour le matériel électronique.

Solution 19 On note par X la variable aléatoire qui représent la durrée de vie

pour cette matériel électronique, alors il est clair que X suit la loi exponentielle

de paramètre � = 1
20

Pour cela il su¢ t de calculer la probabolité suivant, avec f c�est la densité de

probabilité pour la loi exponentielle

P (X � 5) = P (X 2 [5;+1]) =
Z +1

5

f (x) dx

=

Z +1

5

1

20
e�

1
20
xdx =

1

20

Z +1

5

e�
1
20
xdx

=
1

20

�
� 11
20

e�
1
20
x

�+1
5

=
1

20
20
�
�e� 1

20
x
�+1
5

= �e� 1
20
(1) �

�
�e� 1

20
(5)
�
= �0 + e�4 = e�4 = 0; 778:

Vous pouvez obtenir la même résultat en application logiciel trés connue c�est EX-

CEL, on tape sur la bande fx la phrase suivante "=1-LOI.EXPONENTIELLE(5 ;0,05 ;VRAI)"
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et puis Ok on obtient directement la valeur 0,778800783.

2/ La durré de vie moyen, il su¢ t de calculer son espérance

E (X)) =

Z
R
xf (x) dx =

Z +1

0

x
1

20
e�

1
20
xdx =

1

20

Z +1

0

xe�
1
20
xdx

=
1

20

�
1
1
20

�2
= 20 ans

Alors la durée de vie c�est 20 ans.

Exemple 20 Considérons le cas d�une variable X de loi uniforme sur l�inter-

valle [0; 1]. Sa densité fX est constante sur l�intervalle [0; 1] et vaut zéro ailleurs,
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comme suite

fX (x) =

(
1 si x 2 [0; 1] ;
0 si x =2 [0; 1]

1/ On peut véri�er facilement que la fonction fX ainsi dé�nie est densitié de

probabilité, en e¤etZ
R
fX (x) dx =

Z 0

�1
fX (x) dx+

Z 1

0

fX (x) dx+

Z +1

1

fX (x) dx

=

Z 1

0

fX (x) dx =

Z 1

0

1dx = x
��1
0 = 1� 0 = 1:

Alors Z
R
fX (x) dx = 1:

2/ Espérance d�une variable aléatoire continue qui suit la loi uniforme U (0; 1) ;

donnant par

E (X) =

Z
R
xf (x) dx

=

Z 0

�1
xf (x) dx+

Z 1

0

xf (x) dx+

Z +1

1

xf (x) dx

=

Z 1

0

xf (x) dx =

Z 1

0

x1dx =
1

2
x2
��1
0 =

1

2

�
12 � 02

�
=
1

2
:

Alors

E (X) =

Z
R
xf (x) dx =

1

2
:

3/ Le moment d�ordre deux d�une variable aléatoire continue qui suit la loi uni-

forme U (0; 1) ; donnant par

E
�
X2
�
=

Z
R
x2f (x) dx

=

Z 0

�1
x2f (x) dx+

Z 1

0

x2f (x) dx+

Z +1

1

x2f (x) dx

=

Z 1

0

x2f (x) dx =

Z 1

0

x21dx =
1

3
x3
��1
0 =

1

3

�
13 � 03

�
=
1

3
:
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4/ La variance d�une variable aléatoire continue qui suit la loi uniforme U (0; 1) ;

donnant par

V ar (X) = E
�
X2
�
� E2 (X)

=
1

3
�
�
1

2

�2
=
1

3
� 1
4
=
1

12
:

1.2.2 La loi de Gauss (La loi normale)

Dé�nition 21 Soient m 2 R et � 2 R+; la loi normale de paramètre (m;�) est
la loi de densité

f (x) =
1

�
p
2�
e
� 1
2

 x�m
�

!2
; pour tout x 2 R:

On dit que X suit la loi N (m;�) :

normale

4:png
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Paramètres caractiriqtiques

1/ f > 0:

2/ Z +1

�1
f (x) dx = 1:

3/ Esperance

E (X) = m:

4/ Variance

V ar) = �2:
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