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Exercice-1

tout réel ¢ > 0, on sait que P(X; > &) = exp(—At) et donc

P(Ln<t)=P O{.Y,air})zl—ﬁ’ r"j{x.-:»r})
=1

=1
=1 — (P(X1 > 1))" = 1 —exp(—nAt),

on note que P(Ly, <= t) = 0 pour

t<0.
) P(Un < t) = (1 — -L-xp{—.\r})” pour
t > Det P(U,, = t) = 0 pour ¢t = 0,
2.
t>0,
-
F{}"- i f} = F(L" '-5:"._: ‘_“‘“) = l —(‘xl)[‘—f}.
A
et P(Y, < t) = 0 pour ¢ < 0. On reconnait donc que Y, suit la loi
exponentielle de paramétre 1.
3. Pour tout réel ¢t = — In{n). on a d’aprés la question 1 :

- o B t + ln(rn)
Fu(?) = {F"(E-.,. € — )

— (l—th\{]](_hr_;_lllt',.})) ( _w)n

Or (¢'est une limite trés classigue), pour tout réel o,

(1 + '::j — l_ﬂ{|:r(ﬂ In(l -+ - )) = exp(x+o(1)) e EPE)

ol 'on a utilis& In(l + u) = u + o(u) lorsqgque u — 0.

On en déduit que, pour tout réel £, gui ese bien supéricur & — In{n) pour
n asses grand,

Foult) — F(t) = exp(—exp(—t)).

On vérifie sans mal que F oest une fonction continue sur B, (strictement)
croissante, tendant vers 0 en —=o ot vers 1 en 400 @ c'est done bien
une foncetion de répartition. Pour 'sneodote, o’est celle de Ia loi dite
de Gumbel., Remargquons gue nous venons de démontrer gue (&, )=
converge en loi vers Ia loi de Gumbel.
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En effet, d’aprés les calculs de la question 3, pour tout réel £ > 0,

Zn ) Zn A ) B exp(—sIn(n)) §
IED(In(ﬂ) = :) N IED(in(n) S “) = Fu(s ln(n)) = (1 - - )

= > 1,
( nl+~‘3 n——+o0o

1
In ( — = 72 ln(l ) ~ X — > 0.
ni‘l‘f 1"“5 n— 400 nl+s ns4co

De la méme fagon, pour £ € |0. 1[ et n = 2,

(lnz(;:) c) = Fa(—cln(n)) = (1 - exp(s,:n(h))) = (1-n1)"

= exp(n 111(1 — nE—')) exp(—mn®) ——— 0,

n—4oo

on I'on a utilisé I'inégalité bien connue In(1l + «) < u valable pour tout

réel u > —1. Résumons ce que nous avons prouvé : pour tout £ € 0. 1],
Z

P “—|=ze)] ——0,

In(n) n—+o00

Exercice-2

_ Soit z € R fixé. On rappelle la notation Sa(z) = Y1, 1 xi<z)-
Oun déduit de 'égalité que

{x(k{ﬂ}.ﬂJ < & partir d'un certain rang |

Salx
= {1 < “{ ) a partir d'un certain rang} .

La loi forte des grands nombres assure que lim - = [1{ pr.r}] F(z) presque siirement.
n—e
1 Salz ) . F
De plus on a lim = —Z et done lim n(2) = lim n(e) n = (2) presque sturement. En
=00 ‘(H) P n—s00 A[: } =00 n k{:'ﬂl) jL

particulier, on a

0 si Fz) <p, iesiz <z,
1 si Flx) > p, i siz > @,

P (I < Sn() A partir d'un certain rung) = {

Cela implique done que

0 siz<z,

P (X{k[n].n] < & partir d'un certain rang) == {1 e
six >,

Cela signifie que p.s. limp—oc Xig(n) n) = Tp-



Exercice-3

1) 11 est évident que F(-) est continue, croissante sur [0, 0o[. De plus, F(z) — 0 lorsque
r— 0 et F(z) — 1 lorsque 2 — o0. Le point terminal de F(-) est donc +oc.

2)Ona:
1-Flg)=(1+2)? =21 4+27%)> =2""L(2),

avec v =1/(0)) et L(z) = (1 +27%)~> — 1 lorsque 2 — oo.

3) On a évidemment que 2=/7(1 — F(z)) = L(z) = (1 + 27%)~*. Cette fonction conver-
geant vers une constante, ¢’est une fonction a variations lentes.

On a:
zL/(z
A= LL(S) = 0™ (1+27") " =27 U(x),
avec £(x) = OA(1 + 277! — O lorsque  — oo. Donc A(-) est & variations réguliéres
d’indice —6.






