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INTERROGATION II : Espaces Vectoriels Normés

Exercise 1 (1.5+1.5+1+1.5+1+1.5)=08 pts

Soit H = l2C (N) l�espace de Hilbert des suites complexes x = (xn)n2N
muni du produit scalaire

8x = (xn)n2N 2 H; 8 y = (yn)n2N 2 H; (x �y) =
+1P
n=0

xnyn

et de la norme associée

8x = (xn)n2N 2 H; kxk =
�
+1P
n=0

jxnj2
�1=2

et soit F le sous-espace vectoriel de H

F =
�
x = (xn)n2N 2 H / x2n = 0; 8n 2 N

	
:

1 - Montrer que la forme linéaire

gn : H �! C
x = (xn)n2N 7! gn(x) = x2n

est continue sur H:
2 - Montrer que pour tout n 2 N, le sous-espace vectoriel de H

Fn =
�
x = (xn)n2N 2 H / x2n = 0

	
est fermé dans H:
3 - En déduire que F est fermé dans H:
4 - Trouver F?, l�orthogonal à F .
5 - Montrer que

H = F � F?:

6 - Trouver PF? (a) la projection orthogonale
de a = (1;�i; 0; 2i; 0; :::) 2 H sur F?:
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Solution 2 (1.5+1.5+1+1.5+1+1.5)=08 pts
1 - On a

8x = (xn)n2N 2 H; jgn(x)j = jx2nj �
�
+1P
n=0

jxnj2
�1=2

= kxk

et donc gn est continue.
2 - On a pour tout n 2 N

Fn =
�
x = (xn)n2N 2 H / x2n = 0

	
=
�
x = (xn)n2N 2 H / gn(x) = x2n = 0

	
= Ker (gn) :

Comme la fonction

gn : H �! C
x = (xn)n2N 7! gn(x) = x2n

est une forme linéaire continue, le s-e-v Ker (gn) est fermé.
Le s-e-v Fn est donc fermé dans H pour tout n 2 N.
3 - On en déduit de (2) que le sous-espace F

F =
�
x = (xn)n2N 2 H / x2n = 0; 8n 2 N

	
=
�
x = (xn)n2N 2 H / gn(x) = x2n = 0; 8n 2 N

	
=

\
n2N

Fn:

est fermé dans H comme intersection de fermés.
4 - On a

F? =
�
x = (xn)n2N 2 H / 8y = (yn)n2N 2 F; (x �y) = 0

	
=

�
x = (xn)n2N 2 H / 8y = (yn)n2N 2 F;

+1P
n=0

xnyn = 0

�
=

�
x = (xn)n2N 2 H / 8y = (yn)n2N 2 F;

+1P
n=0

x2n+1y2n+1 = 0

�
=

�
x = (xn)n2N 2 H / x2n+1 = 0; 8n 2 N

	
:

5 - Comme H est un espace de Hilbert et F un sous-espace vectoriel
fermé de H, alors, H = F � F?:
6 - Comme a = (1;�i; 0; 2i; 0; :::) 2 H, s�écrit d�une manière unique

a = (1;�i; 0; 2i; 0; :::) = (0;�i; 0; 2i; 0; :::) + (1; 0; 0; 0; 0; :::)

avec (0;�i; 0; 2i; 0; :::) 2 F et (1; 0; 0; 0; 0; :::) 2 F?:
Alors la projection orthogonale de a = (1;�i; 0; 2i; 0; :::) 2 H sur F? est

PF? (a) = (1; 0; 0; 0; 0; :::) :
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