
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
  

  

  

  

  

  

  

  المسائلࡧالثنائيةࡧࡩʏࡧال؄فمجةࡧاݍݵطية: الفصلࡧالثالث
Binary problems in linear programming  

  

  

  .المدلولࢫלقتصاديࢫللثنائية .1

  .الثناǿي النموذج إڲʄ כوڲʏ النموذج تحوʈل أɸمية .2

 .ثناǿي نموذج إڲʄ כوڲʏ لتحوʈلࢫالنموذج כساسية اݍݵطوات .3
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  المسائلࡧالثنائيةࡧࡩʏࡧال؄فمجةࡧاݍݵطية: ثالثالالفصلࡧ
Binary problems in linear programming  

 

ࢭــʏࢫال؄فمجـــةࢫࢫ)النمـــوذجࢫالمقابــلࢫأوࢫال؄فنــامجࢫالثنـــاǿي( فصـــلࢫســوفࢫنتطــرقࢫإڲـــʄࢫالمســائلࢫالثنائيــةࢭــʏࢫɸــذاࢫال     

ɸنـــاكࢫنموذجـــانࢫכولࢫيطلـــقࢫ: ɸـــذاࢫالنمـــوذجࢫعڴــʄࢫمعɢـــوسࢫالمصـــفوفةࢫقيـــدࢫالدراســةࢫأيعتمـــدࢫʇ. اݍݵطيــةࢫ

والـــذيࢫيـــتمࢫصـــياغتھࢫمـــنࢫخـــلالࢫالمشـــɢلةࢫالمطروحـــةࢫࢭـــʏࢫالمســـألة،ࢫوالثـــاɲيࢫ) כصـــڴʏ(عليـــھࢫبـــالنموذجࢫכوڲـــʏࢫ

وࢫالمقابـلࢫوالـذيࢫيـتمࢫاݍݰصـولࢫأعبارةࢫعنࢫمشɢلةࢫمناظرةࢫللمشɢلةࢫכوڲʄࢫوʈطلقࢫعلٕڈاࢫبـالنموذجࢫالثنـاǿيࢫ

ʏلࢫالنموذجࢫכوڲʈعليھࢫبتحو. (Subhendu, 2014, p. 30) 

أيࢫأنࢫɠلࢫمشɢلةࢫللتدنيةࢫࢭʏࢫال؄فمجةࢫاݍݵطيةࢫتقابلɺاࢫمشɢلةࢫȖعظيمࢫوɠلࢫمشɢلةࢫȖعظيمࢫتقابلɺاࢫمشɢلةࢫ

ــــةࢫ ــــɢلةࢫ). تخفــــــيض(تدنيــ ــــ׿ܢࢫبالمشــ ــاࢫȖســ ــ ــــاظرةࢫلɺــ ــــɢلةࢫالمنــ ــــليةࢫوالمشــ ــــɢلةࢫכصــ ــــةࢫبالمشــ ــــɢلةࢫכوليــ ــــ׿ܢࢫالمشــ وȖســ

دوليـــنج،ࡧ(. Ȋشــɢلࢫعـــامࢫوالعلاقــةࢫبـــ؈نࢫالمشــɢلت؈نࢫمـــنࢫالســɺلࢫرؤʈْڈـــاࢫبدلالــةࢫالمعـــاملاتࢫالۘــܣࢫȖســـɺم. الثنائيــة

  )239،ࡧصفحةࡧ2003

  :المدلولࡧלقتصاديࡧللثنائية .1

 ࢫفوقࢫسعرࢫتلكࢫʏࢫالنموذجࢫכصڴʏلࢫموردࢫمنࢫالمواردࢫالمستخدمةࢫࢭɢعطيࢫحلࢫالمسألةࢫالثنائيةࢫقيماࢫلʇ

المواردࢫכصليةࢫ،ࢫحيثࢫأنࢫأعظمࢫرȋحࢫسʋتمࢫتحقيقھࢫسʋتمࢫتوزʉعھࢫعڴʄࢫعناصرࢫالمدخلاتࢫالۘܣࢫȖشاركࢫࢭʏࢫ

) المـــورد(دخلࢫɸــوࢫمقـــدارࢫالــرȋحࢫاݍݰـــديࢫالــذيࢫتحققـــھࢫوحــدةࢫإضـــافيةࢫمــنࢫالمـــࢫyوȋتعب؈ـــفࢫآخــرࢫفـــإنࢫ. تحقيقــھ

،ࢫحيـــثࢫلاࢫيمكـــنࢫرؤʈتـــھࢫبصـــورةࢫمباشـــرةࢫإنمـــاࢫɸــــوࢫࢫ)ســـعرࡧالظــــل(وتضـــيفھࢫللـــرȋحࢫ،ࢫوɸـــذاࢫمـــاࢫيطلـــقࢫعليـــھࢫ

ــاࢫإɲعɢــــاسࢫلقـــــدرةࢫالمؤسســــةࢫعڴـــــʄࢫاݍݰصــــولࢫعڴـــــʄࢫمــــواردࢫإضـــــافيةࢫوإنتــــاجࢫوحـــــداتࢫمــــنࢫالمنتـــــوجࢫ Ȗعطــــيࢫرȋحـــ

  ؛)ستخدمةلأنࢫכرȋاحࢫࢭʏࢫالنموذجࢫمتعلقةࢫبوحدةࢫالمنتوجࢫولʋسࢫبوحدةࢫمنࢫمواردࢫالم(إضافياࢫ

 ــࢫࢫ ،ࢫوɸــذاࢫʇعۚــܣࢫأنــھࢫإذاࢫوجــدࢫاݍݰــلࢫࢫȖ: WســاويࢫبالضــبطࢫالقيمــةࢫالصــغرىࢫلــــࢫࢫZ:إنࢫالقيمــةࢫالعظ׿ــܢࢫلــ

כمثــلࢫلɢــلࢫمــنࢫال؄فنــامجࢫכصــڴʏࢫوال؄فنــامجࢫالثنــاǿيࢫفإننــاࢫنɢــونࢫقــدࢫخصصــناࢫالــرȋحࢫالكڴــʏࢫالــذيࢫســتحققھࢫ

 اردࢫלقتصاديةࢫالۘܣࢫȖستخدمࢫࢭʏࢫإنتاجࢫɸذاࢫالرȋح؛و المؤسسةࢫعڴʄࢫالم

 ݳࢫقيمةࢫالمتغ؈فاتࢫ جࢫࢭʏࢫاݍݰلࢫכمثلࢫلل؄فنامجࢫالثناǿيࢫ،ࢫالرȋحࢫاݍݰديࢫلɢلࢫمـوردࢫمـنࢫمـواردࢫלنتـاࢫyتوܷ

،ࢫبمعۚܢࢫأٰڈاࢫتحددࢫللمس؈فࢫالمقدارࢫالذيࢫيمكنࢫبھࢫزʈادةࢫכرȋاحࢫالمؤسسةࢫالɢليةࢫإذاࢫإستطاعࢫزʈادةࢫالكميةࢫ

 المتاحةࢫمنࢫɠلࢫموردࢫمنࢫمواردࢫלنتاجࢫبوحدةࢫواحدة؛
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 يࢫإنࢫالمــواردࢫالمǿࢫال؄فنــامجࢫالثنــاʏــاࢫقيمــةࢫحديــةࢫࢭــɺونࢫلɢࢫالۘــܣࢫســيʏامــلࢫۂــɢعۚــܣࢫذلــكࢫأنࢫ. ســتخدمةࢫبالʉو

ــاࢫاݍݰـــــديࢫ ــܣࢫلـــــمࢫȖســــتغلࢫبالɢامـــــلࢫســــوفࢫتأخـــــدࢫقيمــــةࢫحديـــــةࢫ،ࢫأيࢫرȋحɺــ مــــواردࢫלنتـــــاجࢫوف؈ــــفةࢫالعـــــرضࢫوالۘــ

  .ʇساويࢫصفر

  :الثناǿي النموذج إڲʄ כوڲʏ النموذج تحوʈل أɸمية .2

  اݍݰصول ʄيحتوي  نموذج عڴ ʄذلك القيود، من أقل عدد عڴȋي العمل يختصر سوف وȌݍݨداول  اݍݰسا 

 כوڲـʏ للنمـوذج اݍݰـل ɠاـن سواءا כمثل اݍݰل نفس عڴʄ واݍݰصول  כمثل، اݍݰل إڲʄ السمبلكسࢫوالوصول 

 .الثناǿي للنموذج اݍݰل أو

 السـالبة לشـارة مـن للـتخلص ʏـون  عنـدما أي )وجـدت إن(  כيمـن اݍݨانـب ࢭـɢكميـات ذات المصـادر ت 

 .الثناǿي النموذج إڲʄ التحوʈل حالة ࢭʏ عليھ اݍݰصول  يمكن ما أɸم وɸو سالبة

 التعـرف لغـرض ʄعـاد عڴـȊلة أɢاـن فـإذا الثنائيـة، المشـɠ النمـوذج ʏلة أي التعظـيم بصـيغة כوڲـɢالمشـ 

 لݏݨانـب وتمثيلـھ التصـغ؈ف بصـيغة وɢʈـون  الثنـاǿي النمـوذج عڴـʄ التعـرف فبإمɢاننـا الرȋحيـة، بالصـيغة

 .כولية بالصيغة عٔڈا المع؄ف المشɢلة لنفس )التɢلفة(

 ساعدʇ المقابل النموذج حل ʄعد ما تحليل إجراء عڴȊ والتوصل כمثلية ʄقـة حلـول  إڲـʈمختصـرة بطر ʏࢭـ 

 .للمشɢلة جديدة قيود إضافة أو المشɢلة تلك ࢭʏ כساسية المتغ؈فات معاملات ࢭȖ ʏغي؈فات إجراء حالة

 ساعدȖ לدارة ʏ89،ࡧصفحةࡧ2018حمادي،ࡧ( .للقرار כخرى  البدائل قيمة معرفة ࢭ(  

  :ثناǿي نموذج إڲʄ כوڲʏ النموذجلتحوʈلࡧ כساسية اݍݵطوات .3

عكسࢫالنموذجࢫכوڲʏࢫبɢلࢫمحتوʈاتھ،ࢫولأيࢫمشـɢلةࢫبرمجيـةࢫيـرتبطࢫمعɺـاࢫنمـوذجࢫبرمڋـʏࢫمقابـلࢫɸوࢫعمليةࢫ

  .لھ
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  .ثناǿي نموذج إڲʄ כوڲʏ لتحوʈلࢫالنموذج כساسية اݍݵطواتࢫ:01 ݨدول اݍ

  

  ʏيࢫالمقابلࢫلھ  النموذجࢫכوڲǿالنموذجࢫالثنا  

1  Max Min  

2  Min  Max 

3  Z  W 

4  x  y  

  المعاملات  ثوابت  5

  ثوابت  ملاتاالمع  6

7  ≤  ≥  

8  ≥  ≤  

9  

  : مصفوفةࢫالمعاملات

 الصفوف 

 כعمــدة  

  :منقولࢫمصفوفةࢫالمعاملات

 الصفࢫيصبحࢫعمود 

 والعمودࢫيصبحࢫصف  

  شرطࢫعدمࢫالسلبية  شرطࢫعدمࢫالسلبية  10

  بحوثࡧالعملياتࡧوכساليبࡧالكميةࡧࡩʏ). 2016. (رندࢫכسطل :المصدر

  .فلسط؈ن. جامعةࢫفلسط؈ن. الطبعةࢫالسادسة. صنعࡧالقراراتࡧלدارʈة

  .224.ص

  :01مثالࡧ

ʏࢫالتاڲʏليكنࢫلديناࢫال؄فنامجࢫכوڲ:  

 Max Z =30x1 + 60x2 + 90x3 

  

10 x1 + 6 x2 + 3x3 ≤ 100 

x1 + 3 x2 + 6x3 ≤ 200 

  x1 , x2, x3 ≥0 

 ؟لɺذاࢫال؄فنامجࢫاݍݵطي) المسألةࢫالثنائية(إيجادࢫال؄فنامجࢫالثناǿيࢫࢫ:المطلوب
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  :اݍݰل

ʏيࢫكماࢫيڴǿلࢫالثناɢونࢫالشɢي:  

 Min W =100y1 + 200y2  

  

10 y1 +  y2 ≥ 30 

6 y1 + 3 y2 ≥ 60 

3 y1 + 6 y2 ≥ 90 

  y1 , y2 ≥0 

 ال؄فنامج ࢭʏ القيود وعدد כوڲʏ، ال؄فنامج ࢭʏ القيود عدد ʇساوي  الثناǿي ال؄فنامج ࢭʏ المتغ؈فات عدد أن نلاحظ

 .כوڲʏ ال؄فنامج ࢭʏ المتغ؈فات عدد ʇساوي  الثناǿي

  :02مثالࡧ

ʏࢫالتاڲʏليكنࢫلديناࢫال؄فنامجࢫכوڲ:  

 Max Z =56x1 + 49x2  

  

 4x1 + 6 x2 ≤ 24 

x1 + 3 x2 ≤ 15 

8x1 + 2 x2 ≤ 32 

  x1 , x2 ≥0 

 ؟لɺذاࢫال؄فنامجࢫاݍݵطي) المسألةࢫالثنائية(إيجادࢫال؄فنامجࢫالثناǿيࢫ :المطلوب

  :اݍݰل

ʏيࢫكماࢫيڴǿلࢫالثناɢونࢫالشɢي:  

 Min W =24y1 + 15y2 + 32y3 

  

 4y1 +  y2 + 8 y3 ≥ 56 

6y1 + 3 y2+ 2 y3 ≥ 49 

  y1 , y2, y3 ≥0 
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  :03مثالࡧ

ʏࢫالتاڲʏليكنࢫلديناࢫال؄فنامجࢫכوڲ:  

 Min W =14y1 + 40y2 + 18y3 

  

 2y1 +  5y2 +  y3 ≥ 50 

y1 + 5 y2+ 3 y3 ≥ 30 

  y1 , y2, y3 ≥0 

 ؟لɺذاࢫال؄فنامجࢫاݍݵطي) المسألةࢫالثنائية(إيجادࢫال؄فنامجࢫالثناǿيࢫ :المطلوب

  :اݍݰل

ʏيࢫكماࢫيڴǿلࢫالثناɢونࢫالشɢي:  

 Max Z =50x1 + 30x2  

  

2 x1 +  x2 ≤ 14 

5x1 + 5 x2 ≤ 40 

x1 + 3 x2 ≤ 18 

  x1 , x2 ≥0 

  :04مثالࡧ

ʏࢫالتاڲʏليكنࢫلديناࢫال؄فنامجࢫכوڲ:  

 Min W =16y1 + 20y2 + 30y3 

  

 3y1 +  2y2 +  y3 ≥ 5 

y1 + 4 y2+ 2 y3 ≥ 3 

  y1 , y2, y3 ≥0 

 ؟ال؄فنامجࢫاݍݵطيلɺذاࢫ) المسألةࢫالثنائية(إيجادࢫال؄فنامجࢫالثناǿيࢫ :المطلوب
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  :اݍݰل

ʏيࢫكماࢫيڴǿلࢫالثناɢونࢫالشɢي:  

 Max Z =5x1 + 3x2  

  

3 x1 +  x2 ≤ 16 

2x1 + 4 x2 ≤ 20 

x1 + 2 x2 ≤ 30 

  x1 , x2 ≥0 

  :05مثالࡧ

ʏࢫالتاڲʏليكنࢫلديناࢫال؄فنامجࢫכوڲ:  

 Max Z =20x1 + 30x2 + 50x3 

  

 x1 + 3 x2 + x3 ≤ 430 

3x1 + 5 x2 ≤ 460 

x1 + 2 x3 ≤ 420 

  x1 , x2, x3 ≥0 

  :المطلوب

 ؟لɺذاࢫال؄فنامجࢫاݍݵطي) المسألةࢫالثنائية(إيجادࢫال؄فنامجࢫالثناǿيࢫ )1

 ؟إستɴتجࢫاݍݰلࢫכمثلࢫللمسألةࢫالثنائية )2

  :اݍݰل

1( ʏيࢫكماࢫيڴǿلࢫالثناɢونࢫالشɢي:  

 Min W =430y1 + 460y2 + 420y3 

 y1 + 3 y2 +  y3 ≥ 20 

3y1 + 5 y2 ≥ 30 

y1 +  2y3 ≥ 50 

  y1 , y2, y3 ≥0 
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 :إستɴتاجࢫاݍݰلࢫכمثلࢫللمسألةࢫالثنائية )2

 :إيجادࡧاݍݰلࡧכمثلࡧللمسألةࡧכولية/ أولا

  :تحوʈلࢫالم؅فاݦݰاتࢫإڲʄࢫمعادلاتࢫوذلكࢫبإضافةࢫمتغ؈فاتࢫإصطناعية

  

 Max Z =20x1 + 30x2 + 50x3 

 x1 + 3 x2 + x3 + S1 = 430 

3x1 + 5 x2 + S2 =460 

x1 + 2 x3 + S3 = 420 

 x1 , x2, x3,S1, S2, S3 ≥0 

ʏجدولࢫاݍݰلࢫכوڲ: 

  

 
  

  .ثاɲي،ࢫنɴتقلࢫإڲʄࢫاݍݨدولࢫال)قيمةࢫسالبةࢫZj-Cj لأنࢫقيمةࢫ(شرطࢫכمثليةࢫغ؈فࢫمحققࢫ

 x3  وࢫالمتغ؈فࢫالداخلࢫɸ)قيمةࢫسالبةࢫلـــࢫࢫقلأZj-Cj ()ازɢعمودࢫלرت( 

 S3وࢫالمتغ؈فࢫاݍݵارجࢫࢫɸ)از) (أقلࢫقيمةࢫموجبةɢصفࢫלرت( 

 ازنقطةࢫ) (2(العددࢫɢלرت( 

 :اݍݨدولࢫالثاɲي

ʏيࢫيجبࢫحسابࢫعناصرࢫاݍݨدولࢫכولࢫكماࢫيڴɲللمرورࢫلݏݨدولࢫالثا:  

 ازɢࢫنقطةࢫלرتʄࢫاݍݨدولࢫالسابقࢫتقسمࢫعڴʏازࢫࢭɢعناصرࢫصفࢫטرت. 

 ࢫالعناصرࢫتحسبࢫوفقࢫالعلاقةࢫالتاليةʏأماࢫباࢮ: 
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  .،ࢫنɴتقلࢫإڲʄࢫاݍݨدولࢫالثالث)قيمةࢫسالبةࢫZj-Cj لأنࢫقيمةࢫ(شرطࢫכمثليةࢫغ؈فࢫمحققࢫ

 x2  وࢫالمتغ؈فࢫالداخلࢫɸ)قيمةࢫسالبةࢫلـــࢫࢫقلأZj-Cj ()ازɢعمودࢫלرت( 

 S1وࢫالمتغ؈فࢫاݍݵارجࢫࢫɸ)از) (أقلࢫقيمةࢫموجبةɢصفࢫלرت( 

 از) (3(العددࢫɢنقطةࢫלرت( 

 :ثالثاݍݨدولࢫال

ʏيࢫكماࢫيڴɲللمرورࢫلݏݨدولࢫالثالثࢫيجبࢫحسابࢫعناصرࢫاݍݨدولࢫالثا:  

 ازɢࢫنقطةࢫלرتʄࢫاݍݨدولࢫالسابقࢫتقسمࢫعڴʏازࢫࢭɢعناصرࢫصفࢫטرت. 

 ࢫالعناصرࢫتحسبࢫوفقࢫالعلاقةࢫالتاليةʏأماࢫباࢮ: 

  

 
 . ،ࢫإذنࢫشرطࢫכمثليةࢫمحققɠلɺاࢫموجبةࢫ) Zj-Cj(قيمࢫ



 احـــعادلࡧميࡧ                                                                                                                     المؤسسةࡧࡧࡧࡧࡧ رʈاضيات

 

- 59  - 

 

ـۘܣ כوليـة المسـألة ࢭـʏ الفجـوة لمتغ؈ـفات المقابلـة القـيم أن ɲعلـم  قـيم Ȗسـاوي  כخ؈ـف السـطر ࢭـʏ تظɺـر وال

 :ومنھ ، الثنائية للمسألة ال؅فتʋب بنفس الرئʋسية المتغ؈فاتࢫ

 الفجـوة لمتغ؈ـف المقابلـة القيمـة  S1 ʏכوليـة المسـألة ࢭـ ʏܣࢫࢫ المتغ؈ـف قيمـةوعليـھࢫ(10 ) ۂـ ࢭـʏࢫࢫ y1الرئʋؠـۜ

 . y1=10المسألةࢫالثنائيةࢫȖساويࢫ

 الفجـوة لمتغ؈ـف المقابلـة القيمـة  S2 ʏכوليـة المسـألة ࢭـ ʏܣࢫࢫ المتغ؈ـف قيمـةوعليـھࢫ(0) ۂـ ࢭـʏࢫࢫ y2الرئʋؠـۜ

 . y2=0المسألةࢫالثنائيةࢫȖساويࢫ

 الفجـوة لمتغ؈ـف المقابلـة القيمـة  S3 ʏכوليـة المسـألة ࢭـ ʏܣࢫࢫ المتغ؈ـف قيمـةوعليـھࢫ(20) ۂـ ࢭـʏࢫࢫ y3الرئʋؠـۜ

 . y3=20المسألةࢫالثنائيةࢫȖساويࢫ

 ـدف دالـة قيمـةɺال ʏـون  للمسـألت؈ن כمثـل اݍݰـل ࢭـɢة، تʈسـاوȘـدف دالـة قيمـة ومنـھ مɺللمسـألة ال . 

  Ȗ  W = 12700ساوي  الثنائية

 :ɸو الثنائية للمسألة כمثل اݍݰل وعليھ

y1=10  .  

y2=0  .  
y3=20.  
W = 12700  

 


